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INTRODUCTION

Les expériences qui utilisent des failsceaux de
particules chargées de grande énergie nécessitant des intensités souvent
élevées, bon nombre de travaux consacrés aux accélérateurs se rapportent
& l'accroissement de l'intensité des failsceaux. Les forces répulsives
de charge d'espace, qui s'opposent aux forces de focallsation appliquées
aux particules, sont une cause fondamentale de limitation en intensité.
En fait, cette limite est atteinte bien en-degd de l'intensité critigue
de charge d’'espace qui équilibrerait la focalisation, et se manifeste
sous la forme d'ondes collectives de charge d'espace, pouvant conduirs

a4 la détérioration du faisceau, par suite de 1l'impact sur fes parois.

Ces oscillations collectives peuvent &tre décrites
en termes de modes propres d'oscillation de la densité, dont la forme
est déterminée par la fonctilon de distribution en amplitude des oscilla-
tions individuelles des particules. Lorsqu'elles sont soumises & l'action
de forces appliquées et de charge d'espace linéaires, les particules
osclllent & une méme fréguence incohérente. Dans ce cas les modes ont
été décrits de manieérs exacte comme étant les solutions d'une équation de
Vlasov pour la fohction de distribution des particules dans 1l'espace das
phases 1’2). Les modes sont caractérisés par des fonctions propres conti-

nues et un spectre discret de fréquences propres.

Considérant ici le mouvement longitudinal d'un
faisceau, les oscillations synchrotroniques des particules sont non-1liné-
aires, et caractérisées par une bande continue de fréquences incohéren-
tes entre le centre et le bord du faisceau. On peut donc s'attendre &
des oscillations collectives présentant également un spectre de fréquen-
ce purement ou partiellement continu. A défaut de solutions exactes pour

1'équation de Vlasov décrivant cette situation, nous développons une

méthode de perturbation dont les bases ont été définies par F. Sachereg'h

En premiére partie nous rappelons la théorie de
la stabilité 4) des oscillations collectives. Le critére de stabilité,
en relation avec l'amortissement de Landau 5], est fondé sur la comparal-

son des déviations de frégquences incohérentes et collectives (ou cohé-
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rentes) dues & la charge d'espace: Le champ électrique longitudinal de
charge d’'espace résulte de 1l'interaction du failsceau avec la paroi
conductrice de la chambre & vide, et nous nous limitons au cas d'une
impédance de parol purement réactive, car la trés failble résistivité de
la paroi peut 8tre négligée lorsqu’'on détermine les seulls de stabilité

des falsceaux groupés.

En deuxiéme partie nous développons une méthode de
perturbation qui permet de ramener la résolution de 1'éguation de Vlasov
& la résolution d'un probléme algébriqué a3 valeurs propres. Dans sa for-

mulation matricielle la plus élémentaire, la méthode permet de situer
les fréquences propres aux modes collectifs par rapport & la bande des
fréquences incohérentes, et donc d’appliquer le critére de stabilité.

Les calculs sdnt appliqués au cas d'un faisceau & variation longitudinale
parabolique, pour lequel le champ de charge d'espace est linéaire, et &

un faisceau de densité gaussienne avec champ non linéaire.

En troisiéme partie nous adaptons la formulation
matricielle a 1'étude de 1’évolution dans le temps d'une perturbation
initiale de la densité du faiscsau. On obtient ainsi une approximation
du spectre continu pour la fréguence d'une oscillation collective,
analogue au spectre de Van-Kampen 6) et Case 7) en physigue du plasma.
On montre enfin qu'une relation de dispersion pour les fréquences col-
lectives peut &tre établie & l'aide de la formulation matricielle. Cetts
relation de dispersion tient coppte du couplage qui existe entrs le mode
le plus cohérent et souvent le plus instable, et des modes secondaires

qui, jusqu'd présent, ont été négligés dans la théorie de la stabilité.



I - RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA STABILITE DES OSCILLATIOMS COLLECTIVES
D'UN FAISCEAU

Le mouvement longitudinal des particules est régi
par 1l'équation des oscillations synchrotroniques, qui sont des oscilla-
tions en phase et en énergle par rapport & la particule synchrone du
champ électrique accélérateur. Les oscillations collectives du failsceau,
qul sont dues aux interactions des particules chargées avec 1l'enviraonne-
ment conducteur, sont les solutions d'une équation de Vlasov pour la
fonction de distribution des particules. En rappelant ces équations, nous
passerons en revue les différentes approximations qui ont permis d'établir

une théorie de la stabilité des oscillations collectives.

[-1- Equation du mouvement individuel des particules

Les principaux parametres géométrigues du failsceau
sont précisés & l'aide de la Figure 1, sur l'exemple d'un anneau du
booster comportant 5 paquets de particules {(préaccélérateur comprenant
4 anneaux 1identiques, élevant 1'énergie du faisceau de 50 MeV & 800 MsV,
entre 1l'accélérateur linéaire et l'injection dans le synchrotron de
30 GeV). Ces paramétres sont (unités M.K.S.A., S.I.)

2% : la longueur totale d'un paguet de particules
8¢ : l'extension azimutale d'un paguet de particules (en
radians de la phase du champ accélérateur)
L : la séparation entre deux paquets

B = %% - 22 , le facteur de groupement

L

Désignant par z la distance qul sépars une particule
arbitraire de la particule synchrone, 1'équation du mouvement longitudi-

nal s'écrit

eE
3eglz = EZEL o 2 (54 ; (1-1)
=1s) ym ym
o 0
Q : fréquence (angulaire) synchrotronique en l'absence de

so
charge d'espace, ou "fréguence non perturbée”

o

(-
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a) parol de résistivité nulle b) inductance répartie dL/dz

Fig. 2 - Confiouration du chamn électrique encendré par 1'interaction du faisceau
avec la paroi (référence 9)
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e,m, i charge et masse du proton au repos

Y = (1-62)-1/2 v = Bc, vitesse longitudinale du falsceau

Ez(z.t] : champ électrique longitudinal d& & l'interaction du

faisceau avec la paroi conductrice

-2 -
n = YTG -y 2, paramétre indiquant le changement de phase

synchrone & l'énergie de transition du synchrotron. n est négatif avant

la transition.

L'équation (1) ne tient compte pour l'instant que
d'une force de rappel synchrotronique linéarisée par rapport a z. Si de
plus on néglige 1'interaction au an membre, et que 1l'on considére dans
le plan de phaze z, i/QSO les variables pdlaires rz,O (Tableau 1)}, r,
est une intégrale du mouvement, et les trajectoires dans ce plan sont
donc des cercles de rayon T, Il en résulte que toute distribution de

particules & symétrie circulaire dans ce plan :

(<%

f
=]

‘FO(Z,Z] = 'FO[I‘Z] ' 35 8] (I-2)
est une distribution stationnaire. Nous envisageons deux distributions

stationnaires normalisées (Tableau 1), décrivant un paquet de N parti-

cules et une charge Nexofz) par unité de longueur :
+c0
A (2) = [ f (z,2)dz . (I-3)
o] o

Dans le cas d'une densité gaussienne, a, est la demi-longueur moyenne

quadratique du faisceau

r+m

2 2 _
g, = J z AO(z]dz , (I-4)

reliée 3 1'amplitude moyenne quadratique ¢ des oscillatlons synchrotroni-

ques par

+ 00 on
2 2 . . 2 2
- £ (2, s 2 . -
g Jf_m r o (2z,2)dzdz LI Jo rl Fo(rz]rzdrz 20 (I-5)



[-1-1- Le champ électrique d'interaction

Un faisceau cylindrique, de rayon a faible par
rapport & sa longueur 2%, se propageant suivant 1l'axe d'un cylindre
conducteur de rayon b, engendre un champ électrique pradial proportionnel

ad la densité de charge Nei(z,t) soit, & 1la distance r, de l'axe du fais-

ceau :
Nex(z.t]ra A
EF(Z.t] = 53 5 I‘a <a , ‘2—2' << 1
2neoy a
{I-8)
Nex(z,t)
Er(z.tl = 5 2r , r,>a .
TELY T4

ol le facteur Y—2 tient compte de la compensation par le champ magnétique
de la force radiale qui s'exerce sur une particule. Le champ électrique
radial induit dans une paroi de résistivité nulle une densité superficiel-
le de charge négative, donc un courant image de sens opposé, et un champ

€lectrique nul

-i(z,t) = - Nevilz,t) s (1-7)

1'(z,t)

(I-8)

(]
(@]

E' (z,t)
z

De la circulation du champ le long du circuit élémentaire de la Figurse 2a

8)

se déduit le champ longitudinal sur l'axe du faisceau :

Neg
E (z,t) = - a aa(z,t) ,
z 2 oz
dme_ vy

a (1-9)

b .
go 1+ 2 Log'g a
L' effet d'une impédance de parol purement réactive a &té étudié par
S. Hansen §g 2 en considérant une inductance répartie dL/dz par unité
de longueur. Le courant image i' (7) engendre alors dans la paroil un

champ électrique non =ul (Figure 2b)

T

TR




, _oduatt gLt ;
E Z(z.t) * 3z 3t dz ot s (I-10)

et 1l’expression (8) du champ électrique sur l'axe du faisceau devient

g

o o ,22dL, 3\ i

Ez(z.t] = Ne(‘—————f B8°¢c EE—)‘SE . (I-11)
4neov

Cette expression montre que 1l'effet de conductivité pure de la paroil
domine aux faibles énergies (y % 1, cas du booster), alors que l'effet
d'inductance croit en fonction de la vitesse Bc du faisceau (cas des
anneaux de stockage 9) ISR de 30 GeV). Nous verrons plus loin (paragra-
phe 1-1-4) qu'un champ électrigue proporticnnel & la variation longitu-
dinale de densité est caractéristique d'une interaction & trés faible
rayon d'action. En conséguence, les oscillations des différents paqguets

de particules pourront &tre considérées comme é&tant découplées.

1-1-2- Déviation de fréquence synchrotronique AR due & la
charge d'espace stationnaire

La force de charge d'espace stationnaire perturbe la
force de rappel synchrotronique qui s'exerce sur les particules, produi-
sant ainsi une déviation de la fréquence synchrotronigue (égale & Qso

pour une interaction nulle).

a) densité parabolique

Le champ électrique stationnaire (9) et (11) est
linéaire en z, (densité du Tableau 1) soilt, en se limitant & 1'effet de

conductivité pure de la paroi {9)

3Neg
E (z) = —2_ 2 . (I-12)

20 2.3
Bneoy L
Lorsque la force de charge d'espace reste faible par

rapport 3 la force de rappel synchrotronique (équation 1), les particu-

les effectuent des oscillations harmonigues

z + Qiz = 0 i (I-13)



3 la fréquencs déviée

Q = Q - AQ 3 AQ << Q , (I-14)
S so sC sC So

ol la déviation AQSC, obtenue en reportant (12) dans (1), a pour expres-

sion 10)
2
3nNe g
AR = - S _ (I-15)

3 3
16ﬂ€OY mol Qso

b) densité gaussienne

Cette forme de densité (Tableau 1) engendre un

champ de charge d'espace (38) non linéaire, pour lequel 1'équation (1)

du mouvement devient 2 2
i 5 -z /20Z

z + Qso z = ZQSOAQSGZB ;

(I-16)
nie g
ou AQSC = - 30 3
8nv2re y"m Qo

0 0 so0 2z

est la déviation de fréquence synchrotronique & la limite d’une amplitude
d'oscillation nulle. A l'ordre AQSC (faible intensité de charge d'espacse),

1'équation (15) peut se ramener & celle d'un oscillateur dont

la fréquence dépend de 1l'amplitude r, (Appendice A), soit

5+ @°(rdz = O )
S P4

QS(PZ] E Qso = AQSCG[rz) ,

2
STEE 6r)) = " 21 (P2 - 1,00ty T-17)

Io‘I : fonctions de Bessel modifiées et r = rz/o

1

A la différence du falsceau parabolique, les parti-
cules & densité gaussienne ne subissent pas toutes la méme déviation

AQSC. La dispersion des déviations AQSCG(rz) en fonction de 1l'amplitude

|
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AQ, >0

Fig. 3 - Disnersion des fréquences svnchrotroniques du faisceau gaussien en
fonction de r2. Pour § = 0, (disnersion synchrotroniaue nulle) la disper-
sion us(r) est due & la charae d'esnace non linéaire. Pour une faible dis-
nersion 0 - §/a;sc « 3/8, la fréauence svnchrotroniaue est maximale nour
des narticules d'amnlitude finie et non nulle. Pour S/Axsc - 3/4, cette
fréauence maximale, écale & S caractérise les particules au centre du

faisceau.



. AQ, >0
Coxp. 5ileny)

vwel o afance jhmh ﬂs }

11

fréquence synchrotronique

1150‘“‘

p

centre du faisceau

S

[
L4

STV

A.O.sc {0 Fo Py
densité parabolique
A‘f)so =
A to A .
~yQAﬁL bord du faisceau
‘ ‘{/" /
A >0 Y\ <
§ Ratii b ‘:'- N\
C_CU'IJ ,L_'l L R P ~/, \ 2
RN Sl AR . . a et = [
\~ ~ particules internes C*!"bus'y
A — 1
/ Lo, i centre du faisceau
2 7 i ..II- - 2[ g
- 80,

Fig.

4 - Variation de la largeur de bande des fréquences incohérentes en fonctic:|

aaussienne

centre du faisceau

- S

de la disnersion synchrotronique

162

qaussienne




12

r, est représentée par lacourbe S = 0 de la Figure 3. AQSC étant la dévia-
tion de fréquence affectant le centre du failsceau, cette déviation se
réduit a AQSC/Z a 1l'amplitude moyenne r, = d, et n'est plus que de 1l'or-
dre de AQSC/1O pour r_ = 2c. Les particules ayant une grande amplitude
d'oscillation ont donc une fréguence voisine de la fréguence non pertur-
bée Qso' La déformation du puits de potentiel due & la charge d'espace
gausslenne, trés concentrée au centre du faisceau, affecte peu les par-
ticules appartenant au bord du faisceau. Lorsque l'on compare un fais-
ceau gaussien avec un faisceau & densité paraboligue de méme longueur
moyenne 20Z (expression (15) avec 22 = 50§]. on trouve que la déviation
AQSC de charge d'espace (16) est 3 fois plus grande que dans le cas
parabolique pour les particules appartenant au centre r, = 0 du faisceau
gaussien, et 1,5 fois plus grande pour les particules d'amplitude moyenne

r_, = 0.
z

I-1-3- Dispersion S des fréquences synchrotroniques

La force de rappel synchrotronique, qui a été

linéarisée pour écrire 1'équation (1) admet en fait un dépendance en
sind = ¢ - ¢3/8 + oeea (I-18)

par rapport & l'élongation angulaire ¢ = 2nz/L d'une particule (Figure 1).
La fréguence des oscillations synchrotronigues varie donc en fonction

de l'amplitude r, comme le ferait un pendule pesant. Pour une force
réduite aux deux premiers termes (18) , la correction de fréguence en

fonction de 1l'amplitude admet 1'expression bien connue :

Qso 2
QS(I‘¢] = QSO T I‘¢ . (I-19)

Désignant par S la dispersion des fréguences entre le centre r¢ =0 et

le bord du faisceau r¢ = §¢/2, on a donc
f
. so (802 ]
S A , (I-20)
soit, en fonction du facteur de groupement B = §¢/2m :
R AL (1-21)

SO

Une expression plus précise que (21) vis & vis des valeurs mesurées de

QS s'écrit i
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S 2 1+ P2 BZ
Q ) 2 . 1I-22)
SO 1-7T
avec
r = sin¢s .

Ces deux dernidres expressions sont en fait trés proches l'une de 1l'autre
pour un faisceau stationnaire (T = 0}.

Le Tableau 2 reproduit, d'aprés la référence [ 1], les
valeurs calculées de la déviation AQSC de charge d'espace (expression
(15)) et de la dispersion S des* fréquences synchrotroniques (22), pour

troils valeurs de 1'énergis d'un faisceau & densité paraboligue dans le

booster.
AQ
2% S0 sc S
E(GeV) g5 T = (Hz) g Ta
50 so
0,05 2,3 0,78 5470 0,041 0,102
0,45 3,5 0,51 3190 0,113 0,044
0,80 3,8 0,41 2290 0,150 0,028
Tableau 2 : Déviation de fréquence Ansc (15) et dispersion S (22)
des fréquences pour les paramétres fixes : N = 0,5 1012 protons/paquet
(2,5 1012 protons/anneau), T = sin¢S = 0,086, L = 31,4 m.

Récapitulant la déviation de charge d'espace AQSCI15.18)

et la dispersion S (22) des fréquences synchrotroniques, on écrit

2
QS(r] 24 AQSC - Sr i r = rz/l (cas parabolique)
o (r) = G(r) - Sr@ ey
L Qso AQSC r) - Sr r r = rz/o (cas gaussien],

% (3)
)
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S : dispersion des fréquences entre le centre et le bord du

faisceau paraboligue.

S dispersion des fréguences entre le centre et 1l'amplitude

moyenne ¢ du faisceau gaussien.

Avec la convention de signe déterminée par AQSC
Qso - Qs(r=0), la déviation de fréquence due a la charge d'espace gaus-

slenne et la dispersion synchrotronigue S se retranchent pour AQS >_9;;
Ainsi, pour une failble dispersion S/AQSC < 3/4, les fréquences QS(r] (23)
du faisceau gaussien présentent un maximum qul est atteint par des par-
ticules dont 1l'amplitude varie entre le centre et le bord du faisceau
(Figure 3). La variation de la largeur de bande des fréquences incohé-
rentes, en fonction de la dispersion‘g (Figure 4), est donc plus complexe
gue la variation simplement linéaire caractérisant le faisceau a densité
parabolique.

Remargue. Les grandeurs AQSC (15 et 16) et S (22) étant maintenant défi-
nies en unitésM.K.S.A., nous utiliserons désormais les variables

z, é/QsO' r et les densités non dimensionnées du Tableau 1.

I-1-4- L'interaction en fonction du nombre d'ondes de la
densité perturbée

La force de charge d'espace stationnaire étant main-
tenant incluse dans la déviation des fréquences synchrotronigues comme
en (23), 11 reste d rétablir l'interaction due & une perturbation de

densité A1 dépendant du temps

Az, t) = Ao (2) + A, (z,8) (I-24)

au second membre de 1'équation (17) des oscillations synchrotronigues

. 2
z + QS(r)z = ZQSOAQSC F1(z.t] s

3 dZA
s

1 1
F1(Z,t) ¥ = e (z,t) , o = (I-25)

d22 Z=0

(La constante a s'introduit pour respecter la normalisation des densités
du Tableau 1). Pour une interaction de type charge d’espace on a plus

généralement +eo
Folz.t) = [ K(z-z')A, (2*,t)dz’ ; (I-26)
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ol K(z-z') est la réponse en z & une perturbation de charge unité en z°',
Pour ce produit de convolution 11 est commode d'introduire les transfor-

mées de Fourier qui vérifient la relation

+o

¥k, E) = —- F (z,t)et%%dz = 20V, (k,t) . (I-27)
1 27 1 1

-0

Caractérisant une oscillation cohérente de densité par son nombre d'an-
des spatiales %-[sur la longueur totale 22 du faisceau, %% sur la demi-
longueur 2), le terme k[k) détermine donc selon (27) l'intensité de

l'interaction en fonction du nombre k. Pour 1l'interaction longitudinale

ER) .
F1 = o (25) on obtient :

= constante , {I-28)

Rtk . 4
k

2T

et ce terme peut étre relié a une impédance longitudinale L de charge

d'espace purement réactive, gqui vérifie une relation analogue & (28). La
réponse K(z-z') est dans ce cas la dérivée d'une fonction delta, §(z-z'),
et caractérise uné interaction de charge d'espace 3 trés faible rayon
d'action. D'une maniére générale, la réciprocité entre l'action en z et
la réaction en z' dans (26), pour une inversion de la charge entre z' et

z, détermine les propriétés

Kl(z-2z') = -K(z'-2z) (1-29)
Ri-k) = R¥Kk) = -R(k)
( )* : grandeur complexe conjuguée.

[-2- Equation des petites oscillations collectives du faisceau

Hereward 13 a étudié directement la stabilité d'un

mode collectif (mode dipolaire) & 1'aide de l'équation (25) des oscilla-
tions individuelles des particules, en ne retenant de 1'interaction que
la composante qui excite le mode envisagé. Toutefois la recherche d'un
systéme complet de modes nécessite plus généralement la résolution d’'uns
équation de Vlasov pour la Foéﬁtion de distribution des particules
f(z,z,t) dans le plan de phase :

9f oH af oH 3f
== + = (I-30)
at 53 02 3Z 3z

A

VE
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ol H(z,z,t) est 1'hamiltonien des oscillations individuelles d'équation
E

A

I1-2-1- L'équation de Vlasov linéarisée

Nous utilisons ici la propriété des variables 0,r |

d'8tre reliées aux variables d'angle et d'action a,J (Appendice A), soit

2
r = X -
J Qso = ’ a = 3 @ ’ (I-31)

et pour lesquelles 1l'équation de Vlasov (30) s’écrit

af _ 8H 3f _ 3H 3f  _ ' )
3t 37 20 Ba 81 d ' (I-32)

L'hamiltonien des oscillations d'équation (25) est de la forme

H(J,a) = HO('J) + H, (J,a,t)
oH
avec 1
ZQSOAQSCF'i(Z'tJ = (I-33)
dH0
et QS(J] = 97 (propriété de la variable d’action).

Linéarisant 1l'équation (32) par rapport 3 une oscillation de densité

volsine d'une distribution stationnaire :

'F[J:alt] = 'FO(JJQJ + 'F1(J.a.t) ’ (I'34)

on obtient :

- pour la distribution stationnaire, une propriété déja exprimée en

(2)
’ afo
QS[J]E— = 0 3 ‘Fo = ‘FO[J] = 'FO[I‘] ) (I-35)
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- pour la perturbation F1 dépendant du temps

af af oH, df
1 a]

1 1 )
= * 0,0) 5= - 35— 53 o - (I-36)

Revenant aux variables r,@, cette derni2re équation s'écrit :

af 8?1 dfo
rral Qs(r) 35 + 2AQsc sin0F1(r coso,t) = F 0 . (I-37)

ol la dispersion Qs(r] est donnée par (23).

[-1-2- Description des modes collectifs

A la limite d'une intensité de charge d’'espace
nulle (AQSC = 0) et pour une force synchrotronique linéaire (S = 0}, les
particules décrivent des trajectoires circulaires dans le plan de phase
z,i/QSO. Toute distribution initiale tourne donc rigidement autour de

1'origine du plan de phase. L'éguation de Vlasov (37), réduite &

3F1 af1
T " 0 ¢ (2=c8l

admet une double infinité de solutions sous la forme de modes propres,
repérés par les indices m et n :

: -iw
- -in® mn (I-39)
fmn(r.O.t] gmn(r)e e .

Les fréquences propres de la perturbation

W = ano ' (I-40)
sont uniquement déterminées par la symétrie d'ordre harmonique n dans
une rotation du mode (Figures 5a et 5b), indépendamment de leur variation
radiale (indicée m) gmn(r). Prenant l'exemple du mode dipolaire n = 1,
la Figure 6 représente une oscillation rigide de la distribution dépla-

cée de l'origine, avec oscillation de son barycentre et, parmi une

Fpmrt

[ s e d
[T
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Fig. 6 - Mode dinolaire riaide (a) et exemnle de mode dinolaire non rigide

Fig. 7 - Filamentation d'une distribution initiale (a) due & la rotation diffa-
rentielle (b) dans le nlan de phase (effet d'une force non lindaire)
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infinité d'autres modes dipolaires, un mode ol le centre et le bord du
faisceau oscillent en opposition de phase, sans déplacement du
barycentre. Ces deux modes différent par leur variation radiale gm1(r)
et, plus typiquement, par le nombre d'oscillations spatiales de la
densité A1(z.t]. Alors qu'en l'absence de force de charge d'espace ces
deux modes oscillent & la méme fréguence Qso' 1'action de cette force,
qui est fonction du nombre d'ondes de la densité comme en (27-28),
dissocie les deux fréquences propres. Pour une faible intensité de char-
ge d'espace (AQSC/QSO << 1), les fréquences propres W sont différem-
ment déviées au voisinage des harmoniques nS'ZSO comme indiqué sur la

Figurs 5c.
En présence d'une dispersion Qs(r] des fréquences

synchrotroniques par une force non linéaire, et pour une interaction
nulle, 1'évolution dans le temps d'une perturbation initiale reste un
probléme simple. En effet les particules d’amplitude r transportent la
valeur locale de la densité du plan de phase & une méme fréguence .

Qs(r), soit, pour une perturbation initiale d'ordre n :

-inQ (r)t
f(r,0,t) = f(r,o,t=o)e = (I-41)

La dispersion des fréguences Qs(r) produit une rotation différentielle
de la distribution initiale du plan de phase (Figure ?7), cte quil a pour
effet la fililamentation de cette distribution. En présence d'interactions,
le champ de charge d'espace exerce un couplage entre l'oscillation col-
lective et les oscillations synchrotroniques. Lorsque la fréguence col-
lective se situe en dehors de la bande des fréquences incohérentes, ce
couplage est faible et le caractére discret des fréguences propres est
conservé., Lorsqu'au contraire la fréquence collective est dans la bande
des frégquences incohérentes, les particules dont la fréguence d'oscil-
lation est voisine de celle du mode sont forcées & la résonance. Un
échange d'énergie entre des oscillateurs incohérents et leur champ élec~
trique propre est analogue 3 l'interaction onde-électrons dans un plasma,

5)

et donne lieu & l'amortissement de Landau du mode collectif. Dans ce

~

cas il n'est plus possible de décrire un mode collectif & 1'aide d'une

fonction propre continue telle que (3g), et une fréguence propre W
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discrdte. Une perturbation initiale évolue dans le temps en fonction
d'un spectre continu de fréquences, dont la largeur donne le taux d’a-
mortissement, et auquel correspond un systéeme de modes discontinus, ou

modes de Van-Kampen 6).

I-3- Les approximations usuelles de la théorie de la stabilité d'un
mode collectif. Exemple du mode dipolaire

I-3-1- Simplification de 1'interaction

Considérons les approximations qui résultent de la

simplification suivante du terme d'interaction K(z-z') dans (25)

K(z-z') = z-2' (+ termes négligés) (I-42)

Compte tenu de la normalisation des densités (Tableau 1) la force d'in-

teraction (26) devient

+00
FO(z) + F1(z.t) = [ (z-z‘](Aotz'J + A1(zﬂt])dz' = z-z(t) ,(I-43)

00 +00 +00
zZ(t) = J zf1[z,i,t)dzdi = J zA1(z.t]dz (I-44)

est le barycentre de la distribution. La simplification (42) a donc pour
effet :

- de linéariser la force stationnaire de charge d'espacs FO[z) = 2z,
quelleque soit la forme de la distribution stationnairs.
~ de ne retenir que l'interaction de type dipolaire dépendant ds la
position du barycentre, sans tenir compte des détails de la densité
perturbée, puisque F1 = - z(t) est indépendant de z.
Remarquons que cette simplification donne une
bonne approximation d'un faisceau & densité parabolique déplacé de 1l'ori-

gine, pour lequel on a approximativement

ey

P el
kil

5
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da
- — o
a(z,t) = Ao(z-z(t]) = Ao(z) - Z(t) e (I-45)

Dérivant cette expression par rapport & z pour obtenir la force (25) on
retrouve précisément le résultat (43).
Pour la force simplifiée (43) 1'’équation d'oscillation

de la particule "zi" s'écrit

N

- 2 1 -

z, + 0z, 20 0 ( ¥ ) z,) -20_ a0 Z(E) (1-46)
k=1

et, effectuant une somme sur l'ensemble des particules, la fréquence
propre du mode dipolaire rigide m = n = 1 s'en déduit comme étant égale
3 la fréquence synchrotronigue non perturbée, quelle gque soit 1'intensi-

té de la charge d'espace :

Weyq QS + AQSC = Qso , s =0 (I-47)

La Figure 5d représente la simplification introduite dans le spectre

des fréguences propres wone

[-3-2- Relation de dispersion

Cherchant une solution au mode dipolairs de la forme

f1(r.6.t) = g[r]e-iee-iwt ’
Z(t) = 'Zoe'i“’t , (I-48)
1'équation de Vlasov (37) devient
-1i0 —_ dFo
(o - Qs(r])g(r]e + 200z sin@ o— = 0 (I-49)

Multipliant cette équation par eio et intégrant sur les phases @ la

olut '
solution s'écrit dfo

. PR | IR (I-50)
glr) Zo AQsc w - Qs[r]
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Reportée dans la définition (44) du barycentre, cette solution conduit

3 une relation de dispersion 3) pour la fréquence w du mode collectif :

daf
: ® I‘Z‘dr—odl‘
1 = -n@__aQ__ el R
o v 8 (1-51)
Q (r) = @ -sr’
8 S

Pour une dispersion S nulle, cette équation redonne bilen la fréquence

propre (47) du mode dipolaire rigide.

I-3-3- Diagrammes de stabilité

Lorsqu'une fréquence collective w réelle est située
dans la bande des fréquences incohérentes QS(r]. 1'intégrale de disper-
sion (51) est singuliére, comme l'est également la solution g(rl) (501}.

Il faut alors recourir au traitement de Landau 2 du probléme & valeur

initiale (& l'aide d'une transformation de Laplace), prescrivant que la
partle imaginaire de w do}t s'annuler par valeur positive pour les temps
positifs. Cette condition détermine la déformation du chemin d'intégra-
tion qui évite la singularité et attribue une valeur complexe & l'inté-

grale de dispersion.

a) Seuil de stabilité dans le plan des fréguences complexes U,V.

Sous l'action de la charge d'espace stationnaire, une impédance de paroi .
nulle (9) ou purement réactive (11) contribue & une déviation AQSC
réelle des fréguences synchrotroniques (15-16). La conductivité finie
d'une parol réelle est généralement prise en compte par une impédance
(proportionnelle au terme d'interaction E(k]] présentant une partie
résistive et une partie inductive égales12) (effet de peau). Cela équi-
vaut & introduire dans 1'équation (48) une composante de force d'inter-

action déphasée par rapport & l'oscillation collective :

e 2 -
zi + Qszi = -ZQSO(AQSC + v o+ iv)z(t) . (I-52)

La fréquence propre (47) admet alors une déviation complexe

Wey Qs + AQSC + v + 1iv = Qso + v + iv , S =0 ,(I-53)
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gt 1l'oscillation collective (=« e-iwt) devient instabls pour v > 0. Récri-

vant 1'équation de dispersion (51) sous la forme

, df -1
- o 0

r Eﬁf'dr
U+ 1v = - ﬁQSo KE____E_

—_— +

g0 S
(I-54)
Ansc + v + 1v

U+ iv = S ; Aw = w - QS i

une représentation graphique de 1'effet de dispersion consiste & proje-
ter les droites Im %? = constante dans le plan complexe U,V 14’ﬂ5). En
particulier la projection de la droite ImAw = +0 donne la limite de
stabilité du mode collectif dans ce plan. Cette limite, gui pour une
dispersion nulle (53) est confondue avec l'axe V = 0, est maintenant
déviée dans le demi-plan instable V > 0, agrandissant ainsil le domaine
de stabilité du mode. Les seuils de stabllité des modes dipolaires para-
boligue et gaussien (Figure B8) sont calculés & 1'Appendice B.

®

b) Diagramme de variationde la fréquence collective Relw) en

fonction de la dispersion S, Souvent l'interaction de charge d'espace

ou l'effet de paroi inductive sont dominants par rapport & l'effet de
résistivité, si bien que la fréquence w du mode dipolaire, donnée par (54),
est pratiquement réelle, et a pu 8tre mesurée 18-17]. Dans cette approxi-
mation, la partie réelle de cette fréquence, figurant en tant gque para-
meétre sur la Figure 8, est reportée sur la Figure 9 en fonction de la
dispersiaon synchyotronique S, pour une déviation AQSC positive (avant la
transition) et négative (aprés la transition). L'amortissement de Landau
s'exergant lorsque ia fréguence collective w entre dans la bande des
fréguences incohérentes, le seull de stabilité avant transition s'obtient
aisément en résolvant 1'éguation (54) pour Aw = 0, et s'exprime en fonc-

tion de la densité au centre du faisceau par :

(S/82, ) oy = ™To(rT0) . (I-55)

La stabilité des failsceaux & densité parabolique et gaussienne est obte-

\
: C:,u,h'wm,.h
(ﬁx¢1iB¢h

]
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nue pour une dispersion synchrotronique S et une déviation de charge

d'espace AQSC telles que

S/a0 > o _f _(r=0) = 1, falsceau gaussien
sc S0 0
AQ >0
sC
(avant 1la S/AQ e 0 Of0[r=oJ = 3/2 , faisceau parabolique
transition) = S
(I-586)
faisceau gaussien toujours stable, ou
b <0 §/|AQSCI > 1/2 pour & = 20 (distribution tronquée)
(apreés la ,
transition) falsceau parabolique toujours instable

=

Rappelons les conditions et approximations qui conduisent & une relation

de dispersion telle que (51) ou (54) pour l'oscillation collective

- La force de charge d'espace et la composante non linéaire de
force synchrotronique restent faibles par rapport 3 la force de rappel

linéairs, soit en termes de fréquences :

S'AQsc << Qso

- Les variables d'amplitude r et de phase 0, définies & 1l'ordre
zéro en S.AQSC, sont des variables appropriées pour définir une distribu-
tion stationnaire fO(PJ au méme ordre, et pour calculer une oscillation
de densite Fq[r,oxl & l'ordre AQSC,S (linéarisation de 1'éguation de

Vlasov).

- Les modes qui, pour une interaction nulle, sont séparables par
rapport & r et 0, conservent cette propriété pour une faible intensité

de charge d'espace.

- Enfin l'interaction est simplifiée de maniére & ne conserver gue
la composante de force qui excite le mode le plus cohérent d'ordre harmo-
nique n : les déviations de fréquence Ammn des modes d'ordre m > n sont

négligées (Figure 5d).

e
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Notre propos est maintenant de réduire en partie
cette derniére simplification, c'est-a-dire de tenir compte de 1'exis-
tence des modes d’'ordre m > n lorsque l'on calcule la stabilité des
modes les plus cohérents. Pour cela nous considirerons la forme locale
exacte EZ @ - %% du champ de charge d'espace, au lleu de l'interaction
moyenne qui ne dépend par exemple que du barycentre de la distribution,
On considérera comme précédemment une déviation de charge d'espace AQSC
réelle, positive ou négative, caractérisant une impédance de paroi
purement réactive, capacitive ou inductive. La dispersion des fréguences
incohérentes due aux effets non linéaires de la charge d'espace, qul peut
s'ajouter ou se retrancher 1618 a la dispersion synchrotronique S, sera

prise en: compte dans le cas du faisceau & densité gaussienne.
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II - SOLUTIONS DE L'EQUATION DE YLASOV DEVELOPPEES EN SERIE DE MODES
NORMAUX

Nous nous proposons maintenant d'approcher les
solutions de 1'’équation de Vlasov (I-37) pour l'interaction exacte
(I-25 ou I-28). Pour cela nous utilisons une propriété générale d'or-
thogonalité des solutions de 1'équation de Vlasov 3). Malheureusement,
en présence d'une dispersion str) des fréquences incohérentes, ces
solutions ne peuvent pas, en général, &tre calculées sous la forme de
fonctions réguliéres. L'analyse de Van-Kampen 6 nous rappelle en effet
gue les solutions sous forme de modss normaux sont généralement des
distributions. Nous nous limitons donc & appliquer une méthode de per-
turbation qui consiste & développer les solutions en séries de modes
auxiliaires, continus, possédant la propriété d'orthogonalité des solu-

tions exactes.

II-1- Rappel de propriétés générales des solutions

[I-1-1- Equation intégrale pour les modes radiaux

Comme dans le cas d'une interaction nulle, nous

recherchons les solutions de 1'équation de Vlasov (I-37)

8F1 8F1 dFO
T QS(rJ 55 + ZAQSC sinOF1[r coso.t)'a;— = 0 (II-1)

sous une forme séparable par rapport aux variables d'amplitude r et de

phase 0 :
f1fr,e,t) = R(r) e-;ne g tut )
A(z,8) = AL2) g it | (1I-2)
= F(r cos0) e-iwt s

F1[r cos® ,t)

w étant la fréguence de l'oscillation collective. En fait ce dernier
terme d'interaction F(r cos@) couple entre eux les modes caractérisés

par des nombres harmoniques n différents, solutions de 1'équation :
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df
ino (II-3)

(w - nQ (r))R(r) = =21AQ —2 F(r cos@) sino e i
s sc dr

Cependant, pour une faible intensité de charee d'espace, leur séparation
en fréguence, de l'ordre de Qso’ reste grande par rapport & 1l'étalement

d'un spectre de méme ordre n, qui est de l'ordre de la déviation

AR (Figure 5¢c). Nous négligeons donc ce couplage, intégrons (3) par \
rapport 3 0 et introduisons l'expression de F(z) tirée de (I-27) .
+00
N n -
F(z = r cosd) = 2n Kivek o %k, (II-4)
-0
On abtient :
| n+1 9 7 g v
(w-nQ_(r))R(r) = -(-1) AnTAQ | — —— A(k)J_(kr)dk , (II-S)
S sc r dr K n L/
ol 1'on a utilisé la forme intégrale des fonctions de Besssl ~
27
" (ke) = o gllkr cos@- no) 4o = (11.6)
0 sy qM9~krves§ ROMATIN
J, & md oLyt —i-t e i

Appliquant la propriété des modes R(r) d’8tre reliés aux modes de densité

Y
A(k) par une transformation intégrale de type Fourier-Bessel (Appendice

C)
1 N
R(r) = Alk)J (kr)kdk (a)
n n
iQ
]s] 9]
(II-7)
4V] n ?
Alk) = 1@ R(r)J_(kr)rdr ’ (b)
50 n
(B}

on abtient 1'équation intégrale de F. SachererZOJ sous la forme :

df

3 u _1_ __O ’ ] [ ’ -
(w an[rl)R(r) = nAQSC = = [ Gn(r.r JR(r')r'dr , (II-8)
0
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+
N
, = K(k) ) -
avec Gn(r.r ) 4in950 J - Jn(er Jn(kr Jdk . (II-9)
: m(
Pour 1'interaction longitudinale (I-28)-EE51 = constante, le noyau

intégral Gn[r.r'l s'exprime icl & l'aide d'une intégrale du typé
wgber-Shafheitlin21],qui est une fonction hypergéométrique de r/r', donc

discontinue en r = r',

1I-1-2- Modes normaux et adjoints de F. Sacherers'ZZJ.Proprié-
tés d'orthooonalité

Désignant par an[rl une solution de 1'éguation

(8) associée & la fréguence propre w__ :

mn
1 dfo ;
(wmn - an(rD fmn(rJ = nAQsc‘F'EF— Gn(r,r )fmn(r Jr'dr' ,
0 (II-10)
et formant 1'équation aajointe
(v, = ne (r) £ (r) = naQ «»G( ']1df°f’+(r'J'd’
Won T MEGIEN Toptrl = NAk o n Tt T ar Ten LG
0 (II-11)

1l'orthogonalité des modes normaux et adjoints résulte de la symétrie du
noyau Gn(r.r'] d'sxpression (9). Multipliant (1Q) par F;n(r]. (11) par
fmn(rJ.soustrayant les deux équations et intégrant par rapport & r, on

obtient la relation d'orthogonalité suivante :

. + +
(wmn - wzh) J fmn(PJFZn(P)rdr = 0 . (I1-12)
o

ol les modes normaux et adjoints sont reliés par

1 dfo .
-an[r') - -an(r)
(II-13)
+
w =) w L]
mn mn
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Comme nous l'avons signalé au début, la forme relativement compliquée

du noyau intégral (39) et surtout la dispersion Qs(r] des fréguences
synchrotroniques font que ces modes an(r) ne peuvent Btre directement
calculés & partir de 1'équation (8). En premizre approche, nous définis-
sons un systéme de modes normaux auxiliaires W(r]Rmn(r). vérifiant la

propriété d'orthogonalité (12) avec les modes adjoints Rmn(r] et narmés

par
W(F)Rmn(r]Rzn(rIrdr = dzm . (II-14)
J
. . df,
Wir)] = = —=—, C = constants
r dr

sz = Opour ¢ #m Gmm s 1
Les expressions des modes radiaux Rmn(r).que nous utiliserons sont
rassemblées dans le Tableau 3, ainsi que les modes de densité correspon-
dants Amn(z]. %mn(k]. Les modes paraboliques sous la forme de polyndmes
de Legendre ont &été calculés par F. Sachererza] comme étant les solutions
exactes (cas d'une dispersion nulle) d'une autre équation intégrale pour
la densité A(z)}., Les modes radiaux correspondants sont des polynémes
de Jacobi. Dans le cas gaussien, les polyndmes d'Hermite ont été utilisés
par Rrant et Feix 24) pour décrire les petites oscillations d'un plasma.
Oes polyndmes de Laguerre décrivent les modes radiaux correspondants.

Dans tous les cas les modes d'ordre radial m = n s’éerivent simplement :

-ino _ n _-1ino -
W(r]Rnn(r]e = DnHW(r)r 8 , (II-15)

et ont la propriété de décrire 1l'oscillation du moment d'ordre n de la

distribution :

[~ 2m -
n n
z (t)= Qso z f1(r.6.t]rdrd0 « R(rJRnn(r]rdr . (II-18)
0 0 0

En vertu de 1l'orthogonalité des modes, seule la composante W(r]Rnn(r)
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de R(r) contribue & cette intégrals.
Les premiers modes radiaux W(r]Rmn(r) et modes de
densité Amn sont représentés sur les Figures 10 et 11 pour m = n,n+2

Jusqu'a l'ordre octupolaire n = 4.

II-2- Résolution de 1'équation intécrale pour les modes radiaux

II-2-1- Cas d'une dispersion nulle des fréquences incohéren-

tes. E1éments de la matrice d'interaction [OMn]

Récrivant 1'équation (8) sans dispersion

o

o
Aw - [} ' ' )
G R(r) = W(r) Gn(r,r JR(r')r'dr
sc 0
= (II-17)
41nQ ~
, _ S0 K(Kk) ,
Gn(r‘.r‘] = r— Jn(kr)Jn(kzj Jdk ;
avec 5
Aw = w - nQS o S=0 ,

on obtient une équation intégrale linéaire, homogeéne, de seconde espéce,

25) consiste &

ou équation de Freedholm. Une méthode de résolution
développer la solution R(r) en série de mcces Pmn(r] ou, alternativerent

& approcher le noyau intégral par son développement bilinéaire

, ~ o.n , .
Gn(r.r ] = :ZE MiJ Rin(r)RJn(r ) = (I1-18)
' 1.9

La théorie das polyn8mes orthogonaux justifie 1'approximation moyenne
d'une fonction continue par sections, telle aus Gn(r.r'). par un dévelop-

pement de ce type. Reportant ce développement dans (17) on obtient

a
Aw - O ) ' ) )
ﬁEﬁ;; R(r) W(r) E Mij Rin(r] ' R(r )RJn(r jr'dr' ,
1.3 0 (II-19)

/A T 71 T =]
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ot les intégrales au second membre sont les constantes aJ du développe-

ment en série
Rir} = W(r) :Ei aJRJn[r] . (II-20)

Multipliant les deux membres de l'équation (18) par Rkn(r] et intégrant
on obtient le systéme d'équations algébriques

0
Z( -nm sp)ay * 0

ou, en écriture matricielle

(°m" - AQ (1) 3 = o (II-21)

Eléments de matrice “M_ Egalant les expressions (17) et (18) du

iy’
noyau Gn(r,r']. multipliant les deux membres par w(r]w(r')Rin(r]Rjn(rﬁ

et intégrant par rapport & r et r', on obtient les éléments de matrice

sous la forme

4+ n,
o,n _ 4ir K(k) A Vi _
M - [ K Ain[klk Jn(kldk , (II-22)

N
ol 1'on a utilisé la propriété de xintk) d'étre & la fols transformée de

Fourier-exponentiel et Fourier-Bessel (7)
N N nv
X, (=K} = A%, (k) = (-1) Ain(k] (I1-23)

N
Pour l'expression ([-28) du terme d'interaction K(k), l'application du
théoréme de Parseval conduit & 1'expression équivalente
+c0
o.n _ ___1___ _
MiJ = = aC [ Ain(x)xjn(x]dx i (II-24)

On a vu que pour l'interactinn du faisceau avec une parol d'impédance pure-

)Y
ment réactive, le terme d’interaction K(k) (I-28) est purement imaginai-
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re. En conséquence, les déviations de FréquencesAuﬁn des modes collec-
tifs, qui sont les valeurs propres d'une matrice réelle et symétrigue,
sont toutes réelles. Dans le cas parabolique la matrice OMZJ est
obtenue (Appendice C)} directement sous forme diagonale, les modes de la
Table 3 étant pour ce cas les solutions exactes de 1'équation (17).

Le spectre des fréquences propres est représenté
sur la Figure (12) Jjusqu'a l'ordrs octupolaire n = 4, Les déviations de
fréguence relatives au faisceau gaussien sont sensiblement plus faiblez
que dans le cas parabolique. Ceci est di au failt que la force ron liné-
aire de charge d'espace stationnaire, Jjusqu'ici négligée, contribue
éralement & la déviatlon des fréquences propres. Cette force sera prise
en campte par l'effet de dispei?ion AQSC G(r) (expression I-17) des
fréquences incohérentes et devra, par exemple, établir la fréquence du

mode dipolaire rigide m = n = 1 comme étant égale & la fréquence synchro-

tronique non perturbés Qso’

Vecteurs propres et fonctions propres. Désignant par

-
o
Um = (Uim] les vecteurs propres orthonormés associés a la valeur propre

(=]

Awmn/nAQsc
[w]
> Aw -»>
[°M”]u; = T’;;”- u;’, , .. (II-25)
sC

les relations d'orthogonalité s'écrivent

5 7o Zg o} o
Um ' UQ B Ukm Ukn = GZm (a)
8 (II-26)
E o ,0 -
et | Ukm Ulm Gkﬂ , (b)
m

cette derniére relation résultant de la propridté de transposition
[UO]T = [UOJ-1 de la matrice orthogonale qui diagonalise ("], Les
fonctions propres correspondantes Ogn(r]. reliées aux polynémes auxili-

alres R par
mn

- R
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0
Omn(r) = :EEIJNn Rkn(r) (a)
k

(I1-27)

_ 0 _0
Rkn(rJ = jZE-Ukm an(r] ’ (b)

vérifient la propriété générale (12) d’orthogonalité des solutions :

0 o o (]
I Wan anrdr :EE- Ukm sz GJK 62m . (IT-28)
Q Jok

Reportant le développement (27b) dans (18), et ap-
pliquant successivement les relations (25) et (26a), le noyau intégral
Gn[r.r'] s'exprime & 1'aide de ses fonctions propres et valeurs propres

sous la forme

: Aw®

) _ mn (s] Q i -

Gn[I’.I‘ ) = FA_Q-; an(l‘) an(r ) (II-29)
m

I1-2-2- Résolution de 1'équation compléte. Eléments de la
matrice de disnersion [anl.

Rétablissant la dispersion Qs(r] (I-23) des fréguen-

ces incohérentes, 1'équation compléte (8) s’écrit

e .
Aw - ] ] ' ' -
( nAQsc - D(r))R(r) = W(r) Gn(r.r JR(r')r'dr , (II-30)

Aw = w - nf
S
Sr2

Mgg

D(r)

1 - G(r) -

Dans cette éguation le terme de dispersion D(r)R(r) implique la solution
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racherchée R(r) et n'est donc pas simplement une inhomogénéIté de 1'é-
quation (17), au sens habituel. On peut néanmoins justifier la méthode
de résolution de 1'équation compléte (30) & 1'aide d'un théoréme du
développementZS), dont la généralité semble dépasser son application
habituelle A la résolution des équations inhomogénes. Avec la notation
utilisée au paragraphe précédent, le théoréme s'énonce comme suit :

"Toute fonction ¢(r) de la forme
f
¢(r) = W(r) J Gn(r.r')?(r']r'dr’

¥(r) ¢ fonction arbitraire,

peut se développer en série de fonctions propres du noyau Gn[r.r'l

0
d(r) = W(r) z az an(r) ,

L
et les coefficients a, sont donnés par :
Awin r o
3, = 335;: J Dmn[rlw(r]rdr .

Le théoréme se vérifie aisément & 1'aide de l'expression (29) du noyau
intégral Gn(r,r’). L'appliquant & 1'équation (30), le premier membre

admet des développements de la forme

R(r} = W(r) E bZ Ozn(r) (a)
(II-31)
0
O(r) R(r) = W(r) E_;c2 an(r) , (b)
L
ol les coefficients b2 et c, sont reliés par deux équations :
0°
Aw - Ln
nae__ by~ ¢y naa__ by Ll
(II-32)
n
et c, 2 MRJ bJ . (b)
J

La premiére relation résultant du théoréme, la seconde est formée en

reportant le développement (31a) dans (31b) et, appliquant 1'orthogona-

AT

A==

BT
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1lité des fonctions propres, on a posé

n _ [ o 0 -
sz = ! W[r]D(r]QLH(r]OJn(r]rdr . (II-33)

0

Regroupant (32a et b) en fonctions des bQ i1 vient

Aw - Aw 3n
S| e
(II-34)
Aw - Aw§
(M - (=) (B = 0 -
sC

Les déviations de fréguences propras
(Aw-2w’ )/nAQSC. dues & la dispersion des fréquences incohérentes, sont

Jjn

les valeurs propres réelles de la matrice svmétrijue (M"1 (33).

Eléments de la matrice de dispersion [1Mn]. Les éléments de

matrice Mij (33) présentent l'inconvénient d'étre Jdéfints par rapport
aux fonctions nropres Q (r). gul ne colncident avec les modes auxiliai-
res R__ aue dans le cas parabolique. Exprimant le développement (31a)

de la solution R(r) par rapport aux modes auxiliaires

R{r) = Wl(r) iié bzoln = VW(r) :EE Ukzbngn a W(r)jgi akRkn'

L ko2 K
(II-35)
o 3-8 . B - [1TE
les éléments de matrice (33) s'écrivent
N = o 1,0 0 T 1,0 )
"y T jz& Yss Mik Yky [ul” [ mIlul (1I-36)

1.k

od 1l'on a défini de nouveaux éléments de matrice par
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1.Nn
Mik J W(r)D[r)Riannrdr (II-37)
0

L’'équation aux valeurs propres (34) desvient

0,T ,1.N a] dw = Aw?n o, T -
QU e (=) (D 1T F = 0,
scC

soit, en multipliant cette éguation a gauche par [UO] :

(om0 -2 )3 -0 . (II-38)
nAQ
sc
Les déviations de fréquences propres szn =W T nAQSC peuvent donc

8tre obtenues par une diagonalisation directe de la somme des matrices
d'interaction et de dispersion. Nous désignerons par an(r]. UQ = (Ukz]
et Q1ln(r]‘ UZ les fonctions et vecteurs propres associés respectivement
aux valeurs propres Awln et Awln, les valeurs propres de la matrice de
dispersion. Ces grandeurs vérifient les définitions et relatiaons d'ortho-
gonalité (25 a 28).

‘ Pour l'expression (30) de B(r), incluant la
dispersion de charge d'espace (cas gaussien) et celle due & la force
synchrotronique non linéaire, nous récrivons la matrice de dispersion

[1Mnl sous la forme :

.M 1,0 __S 1.0 -
[ M] = [ M, .. AQ—[M]S (II-39)
sc
avec _
(1Mn) = §,, = W(r)G(r)R, R, rdr
ij'c.e. i] 'in jn
0
1N 2
( MiJ)S a [ Wirlr RinRJnrdr
0

Ces éléments de matrice sont calculés & 1'Appendice C. La dispersion

synchrotronique « - sr? est caractérisée par une matrice [1Mn]S
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tridiagonale. Pour 1l'expression (I-17) de G(r) la contribution matriciel-
le de la charge d'espace gaussienne est obtenue sous une forme analyti-
gue plus complexe, mais facilement utilisable pour une exploitation
numérique.

A ce stade du développement de la méthode de
perturbation, nous pouvons nous demander avec quelle précision le

spectre discret m1 de dispersion est susceptible d’'approcher la bande

continue des fréqjgnces incohérentes d'expression (I-23) (Figure 4). Se
limitant & des matrices de rang 20 on obtient, dans le cas parabolique,
une assez bonne représentation de la bande continue par une répartition
réguliere des 20 fréguences w4 a l'intérieur de cette bande (Figure 13).
Dans le cas gaussien, seulement 6 fréquences w sur 20 sont & 1'inté-

rieur de la bande de fréquences du falsceau doil la longueur est tronquée
4 ¢ = 20. Dans ce cas, une lol de dispersion en §r2 semble donner une
importance exagérée a la queue de la distribution gaussienne.

Un test plus significatif peut consister & appli-
guer la méthode de perturbation au cas de 1'interaction simplifiée du
paragraphe I-3 ce qui permet d'établir une comparaison avec la solution
analytique donnée par la relation de dispersion (I-54). La simplification
correspondante du noyau intégral (18) s'écrit

0

Bug g
’ = ’ -
G1(r.r ) 10 R11(r]R11[r ) , (II-40)
sc
Glr) = 1 (dispersion de charge d'espace gaussienne
négligée)
0
Aw11 = AQSC pour S 0

Le probléme aux valeurs propres (38)] admettant les simplifications

o1 1,1, S 1,1
- My ® 0 6448y [ml - 5 [mlg g

la variation de la fréquence cchérente Woq en fonction de S, obtsnue en

diagonalisant la somme de ces deux matrices, est reportée sur la

Figure 9, Elle colncide parfaitemeﬁt avec la variation obtenue & 1l'alde

-

de la relation de dispersion, mais seulement & 1l'extérieur de la bande
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des fréquences incohérentes. A l'intérieur de cette bande, wy, Ne repré-
sente plus la fréguence cohérente, mais contribue, au méme titre que les
19 autres fréguences propres (non représentées sur la Figure 8), a

1'anproximation discréte du.-spectre incohérent.

II-3- Variation des fréauences pronres - fonction de la dis-

persion synchrotronique S

Parmi les simplifications nécessaires a 1'établis-
sement d’'une relation de dispersion tells que (I-52), la méthode de
perturbation permet de rétablir 1l'effet de dlspersion par la charge
d’espace stationnaire (matrice [1mn]ce consistante avec une densité
gaussienne) et 1'interaction longitudinale exacte (matrice [°Mn] relative
a une impédance de paroi purement réactive). Comme application directe
du probléme & valeurs propres (38), nous calculons la variation des
fréguences propres Won en fonction de la dispersion synchrotronigue S,
en considérant d'abord 1'effet de dispersion de charge d'espace,; puis

1'interaction exacte.

I1-3-1- Déviation des fréquences nropres due & la charce
d'esnace gaussienne, dans 1'aparoximation du noyvau

synthétique

Dans le spectre des fréquences propres wﬁn du
faisceau gaussien (Figure 12), nous ne retenons que les fréquences d'ar-
dre m = n. La simplification correspondante du noyau Gn[r.r') d'expres-

sion (29), dite approximation du noyau synthétique, s'écrit

o}
Aw
Gn(r.r'l = FKﬁmﬂ an(rlmzn(r'] (II-41)
sc

Effectuant le développement (27a) de Ozn en fonction des polyndmes Rmn’

la matrice d'interaction s’exprime 3 l'aide de sas vecteurs propres GO

par
; Awo
o.n - nn 0o . 0 _
Mij Ezﬁgg Uinujn p (II-42)

kAT
13

%
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ce qul constitue une simplification de la forme exacte

Aw0
o,.,n ~ zg mn 0 0 _
Mij = nAQsc UimUjm . (II-43)

m=n -

La variation des fréguences w, ., en fonction de S est représentée sur
la Figure 14. Pour une dispersion S nulle, on obtient une déviation due
a la charge d'espace stationnaire quil est du méme ordre de grandeur que
celle due au champ électrique cohérent propre 3 chague mode (Figure 14a).

Ainsi la fréquence w du mode dipolaire rigide est pratiquement rétablie

1
comme étant égale & la fréquence non perturbée Qso‘ mals ne le sera exac-
tement que pour 1l'interaction non simplifiée (43). Comme pour AQSC >0
les dispersions s et de charge d'espace se retranchent, les seuills de

stabilité Knn = <’ = ‘j (Figure 14b) sont déplacés dans le sens
seuil

AQSC:

d'une plus grande instabilité de ces modes.

[I-3-2- Cas de 1'interaction exacte (imnédance de paroi

purement réactive)

Résolvant & nouveau 1'équation aux valeurs
propres (38) avec des matrices de rang 20, on a représenté sur les
Figures 15 a 18 la variation des fréquences propres cul se situent a
l'extérieur de la bande des fréquences synchrotroniques. Rappelons que
les modes correspondants sont potentiellement instables, car leurs fré-
quences propres admettraient une composante imaginaire si 1'on tenailt
compte de la conductivité finie de la paroi. Seulement un petit nombre de
modes de méme ordre harmonique n sont susceptibles d'&tre ainsi excités,
le plus grand nombre parmi les 20 fréquences propres calculées représen-
tant le spectre incohérent. Considérant les modes m = n les plus cohé-
rents, la variation des fréguences Whon ne s'écarte de celle obtenue
dans 1'approximation du nnyau synthétique gqu'au voisinage de la bande des
fréquences incohérentes. Par rapport & cette bande, Won peut admettre une
varlation presque tangentielle, ce qui rend plus approximative la délimi-
totion du seuil de stabilité Knn (cas des modes paraboliques n = 1 et 2

de la Figure 15),
1]
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(cas parabolique), lorsque la fréquence(uh, annroche le scuil de
stabilite
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Forme desmodes de densité. La forme d'un mode de densité

N
Amn[z), Amn(k], de fréguence propre W peut alsément se déduire des

calculs précédents (résclution de 1'équation 38) & 1l'aide de son expres-

sion en fonction des modes Suxiliaires Ajn[z), %Jn(k] (Tableau 3)
Amn(z] = E UmeJn(z) ,
. (11-44)
n, -S-

Les modes dipolaires paraboliques ainsi obtenus sont représentés sur la
Figure 18. Les variations de forme de ces modes, en fonction de leur sépa-
ration en fréquence par rapport & la bande incohérente, et en fonction

du signe de la déviatian AQSC, semblent &tre remarquables. Pour AQSC > 0,

S
0 = 3,5) la
sc

perturbation de densité A11(z] est de plus en plus concentrée a 1'inté-

a mesure que le mode approche le seuil de stabilité (

rieur du falsceau. Ceci peut s'expliguer par le couplage entre le mode
cohérent et les oscillateurs incohérents. Pour une dispersion S croissan-
te, la fréquence ;ollective tend vers la fréguence des particules appar-
tenant au centre du faisceau pour AQSC > 0, et vers la fréquence des
particules de grande amplitude pour AQSC < 0. Dans ce dernier cas on
constate effectivement que la perturbation cohérente de densité est reje-
tée vers le bord du faisceau.

Pour comparaison avec les modes réellement observés,
la Figure 19 représente d'autres oscillations dipolaires de la densité.
La Figure 20 représente les variations dans le spectre des nombres d'ondes
pour ces différentes‘oscillations ou, plus précisément, le facteur de

forms Fm1(k] résultant de la normalisation des modes km1(k] :

X k)2
mn
k) = —— . (1I-45)

X%k

mn

-0

Ces figures montrent la stabilisation de 1l'oscilla-

tion aux bords du faisceau, en fonction d'une largeur de bande incohéren-




Fig.

19 - Différentes formes de modes de densité
une dispersion S croissante

(a), (b), (c) (au verso) pour
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te S croissante. On remarque également une forte concentration de la

perturbation de densité au centre du faisceau.

variation des fréquences cohérentes et incohérentes en

fonction de l'intensité du faisceau & densité parabolique. En pratiqus,

les seuils des instabilités collectives sont plus couramment exprimés a
1'aide de 1'intensité correspondante du faisceau, gque par le rapport

-

Zﬁg__ que nous avons utilisé jusqu'a présent. Les parametres AR_ . et S,
sC

d'expressions (I-15) et (I-22), dépendent du nombre N de particules soit

explicitement, soit par 1'intermédiaire de la lbngueur 2% du faisceau.

6)

En fait, une étudé de la variation d'émittance en fonction de la

charge transportée par le faisceau du booster, montre que la longueur du
faisceau varie peu dans le domaine SN = 0 a2,5x 1012 protons par anneaud.
Pour une émittance égale & 10 mrd, la longueur du faisceau T, ° %% a
800 MeV est donc supposée &tre indépendante de la charge et égale a

55 nancsecondes. Il en résulte une largeur de bande incohérente constan-
te, de l'ordre de 300 Hz, et une déviation AQSC & variation linéaire en
fonction de 1l'intensité du faisceau.

Utilisant les diagrammes des Figures 15 et 16, nous avons
représenté sur les Figures 21 et 22 la variation des fréquences cohéren-
tes par rapport & la bande incohérente, en fonction de la charge trans-
portée par le faisceau du booster. Les instabilités (fréquence collective
3 1'extérieur de la bande incohérente) surviennent du fait que les fré-
quences cohérentes sont moins déviées que la bande incohérente par la
charge d'espace. A 1'intensité prise en référence pour &tablir les para-
métres du Tableau 2 (2,5 X 1012 protons par anneau), seuls les modes
dipolaires et quadripolaires seraient instables. On a également indiqué

sur la Figure 21 les intensités correspondant aux différents modes dipo-

laires de la Figure 19a,b et c.

Conclusion

.

L'application d'une méthode de perturbation a la résolu-
tion de 1'équation de Vlasov nous a permis de ramener la recherche des
modes collectifs & la résolution d'un probléme algébrique a valeurs pro-

pres. De cette mani@re nous avons calculé les fréguences propres aux
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modes lorsqu’'elles se situent & l'extérieur de la bande des fréquences
synchrotroniques, ce qui nous a permis d'appliguer le critére de stabi-
1ité. Nous avons également déc;it la perturbation de densité au voisina-
ge du seull de stabilité etlson spectre des nombres d'ondes.

Nous nous proposons maintenant de montrer que 1la
description d'un modes collectif, dont la fréquence est & l'intsrieur de
la bande incohérente, peut 8tre obtenue en résolvant ls méme probléme

algébrique pour une perturbation initiale donnés.

—_— — —_—

h

%
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} fréquence (kHz) Fia. 21 - Variation des fréquences des modes dipo-

laires et quadrinolaires paraboliques, en
4 fonction de 1'intensité du faisceau, a
47 ] 1'énercie 800 MeV

3,4 \\\\\\
) . bande incohérente

ﬁj nombre de protons par paquet

I 1 1 I i 1 L} 1
0,2 0,4 0,6 0,8 {x10%
nombre de protons par anneau

T ‘Ii T ?l. T r5 T L;. 5;‘40“
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A

g .

frégquence (kHz) =

b

55 . Wss/24

nombre de protons par paquet

T T T y T T T T —= N
0,2 04 0,6 0,8 1x10%
nombre de protons par anneau n

T T T T T T ! L ' =

1 2 3 4 5x10"

Fig. 22 - Variation des fréquences des modes sextunolaires et octunolaires E
' naraboliques & 800 MeV ;é
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II1 - RESOLUTION DU PROBLEME A VALEUR INITIALE : OSCILLATION LIBRE D'UNE
PERTURBATION INITIALE DE LA DENSITE

Ce probléme n'a été résolu gque pour l'interaction
simplifiée que nous avons considérée au paragraphe [-3-, c'est-a-dire
lorsgue le champ local de charge d'espace « %% est remplacé par une
interaction moyenne, ne dépendant par exemple que de l'oscillation d'un
moment de la distribution (le barycentre pour le mode dipolaire}. Nous
rappelons briévement le traitement de Landau S Case 7) gul condult a
unc relation de dispersion telle que (I-51), et & un spectre continu de
fréquences collectives.

Nous montrons ensuite gue, pour l'interaction exacte
= %% , la méthode de perturbation que nous avons développée peut s'adap-
ter aisément & la résolution de ce méme probléeme & valeur initiale. On
obtient ainsi une bonne approximation de la densité du spectre des fré-
quences collectives dans la bande des fréquences incohérentes. On établit
également une relation de dispersion des fréguences collectives, qui met
en évidence le couplage entre le mode le plus cohérent et les modes

secondaires habituellement négligés par la théorie de la stabilité.

III-1- Traitement de Landau-Case. Approximation du noyau synthéti-

que

Cansidérant une perturbation de densité & symétrie de

révolution d'ordre n dans le plan de phase :

F1[P'Olt) = S(I‘.t]enino
(III-1)
A= -ino
f1(r.0.t-o]- go(r]e "
la forme intégrale (II-8) de 1'équation de Vlasov s'écrit :
a ,
g(gtt) +1nQ (rlglr,t) = -1nAQ  W(r) G (r,r'lglr',tir'dr’ . (III-2)
s sc n

0
Dans 1'approximation du noyau synthétique, 1'expression (II-18) de

Gn(r.r'J s'écrit
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o

Aw

G (r.r') = nAQ”” R _(FIR__(r') i (III-3)
sSC

ol Aw;n est, comme précédemment, la déviation de fréquence w-an du mode

le plus cohérent en 1'absence de dispersion synchrotronique (S=0), les

modes moins cohérents étant négligés

° = p s m>n .
mn

Aw

Remarquant que les polyndmes Rnn'= Dnnr?_gécrivent la perturbation radia-

le associée & une oscillation du moment zn(t] de la distribution :

- © (2 0 ®
z"(t) = 24 rncosnOg[r.t]e—inOrdrdO= n_?o glr,t)R_ (rirdr,
0-‘0 e Dnn 0
(III-4)
et reportant (3) dans (2), on obtient
ag(r,t) N1 n
» o
T + inQSEr)g(r,t) = i "Qso DnnAwnn z (t]W[rJRnn[r) "
Q(r) = @ - Sr2 (III-5)
s s

Comparant cette équation 3 sa forme exacte (I-37), l'interaction locale

F1(z,t] ) a été remplacée par une interaction moyenne « z"(t), 1ndé-

3z
pendante de z.

III-1-1- La transformation de Laplace d deux contours d'inver-

sion

Etant donnéeune perturbation initiale (1), 1'évolu-
tion dans le temps de la densité g(r,t), solution de (5), peut étre
qbténue a l'aide d'une transformation de Laplace. Le traitement original
de Landau 5), se rapportant aux oscillations de densité d'un plasma,
utilise la transformation de Laplace habituelle, avec un contour unique
d'inversion dans le plan des fréguences complexes. Cette méthode est
adaptée a la recherche de solutions asymptotiques du temps, qui sont

d'ordre exponentiel. La contribution de Case 7) consiste & appliguer une
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transformation de Laplace & deux contours d'inversion, permettant d'obte-
nir des solutions valables pour tous les temps, dont la variation asymp-
totique du temps n'est pas nécessairement d'ordre expaonentiel. L'oscil-
lation collective est alors caractérisée par un spectre continu de
fréquences, identigue & celui obtenu par Van-Kampen B) a 1'aide de modes
discontinus (distributions). Appliguant donc la méthode de Case a la
résolution de 1'éguation (5), la perturbation de densité est fractionnée

en deux termes :

glr,t) = g (r,t) + g_(r,t) ,
tels que :
g+(r.t) = g(r,t), t>0 ‘ g_(r,t) =0, t>0
(III-6)
g, (r,t) =0 " t <0 g (r,t) = glr,t) , £t <O
;
. limite g (r,txe) = g _(r) .
£ 7, o)
e=+0
Désignant les transformées de Laplace des expressions (8) par :
(e -(s-1nQ )t
Gt(r.s) - J gt(r,t)e dt . (I1I-7)
-0
les formules d'inversion s'écrivent
e-iant (loto .
= s =
g, (r,t) 5To J G,(r,s)e”"ds , o, = Rels) >0
-iw+0+
(III-8)
-inQ? t lo+g
) e B B st
g_(r,t) = G_(r,sle 'ds , o_ = Rels) <0 .

2im
-im+0—

Appliquant cette transformation de Laplace aux équatiocns (4 et 5) on

obtient une équation pour chacune des composantes G, (r,s)
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n-1

2 _ i2 ° _n '
(s-inSr )Gi(r,s) = tgofr] - "Qso DnnAwnn Zt(SJWIr)Rnn[r) . (ITII-9)
avec == ﬁQSD ®
Z () = ——n G (r,s)JR__(r)rdr s (III-10)
+ n-1 + nn
2 D
nn 8}

Extrayant la solution G, de (9) et la reportant dans (10), on obtient
1'expression de 22 et, aprés inversion, celle de 1'oscillation du moment

z”(t) sous la forme :

L -inQ_t . .
2 €3 R —— (J 2"(s)e%tds + 2"(s)e%%ds ) (111-11a)
21w + =
r, r_
avec ® gDRnn
rdr
e LEY) s-inSr
20(s) =+ —=2 2 o : (III-11b)
- 20 o, 5 ( WR
1+1Awn rdr

JO s—in5r2

Les chemins d'intégration F+(Re s > 0) et T_(Re s < 0) sont des droites
paralléles & l'axe imaginaire du plan s, passant respectivement & droite
et & gauche des singularités de ZT et ZT (Figure 23a). Dans le cas d'une

dispersion synchrotronique S nulle, 1l'équation (11a) s'écrit simplement

n
—— z -inQ t st st
) = s—e S — [ £ 95y, (111-12)
r, s+iAwnn JF_ s+iAmnn

. -]
Refermant les deux contours d'intégration autour du pdle 8, = -iAwn

n
(Figure 23b), et appliquant le théoréme des résidus, on obtient
o
— — -1(nQ +Aw__)t
2"ty = 22 s 5 nn s (III-13)

o
ce qui redonne la définition de la déviation Awnn' égale & la déviation

L

AA
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: partie réelle de la fréquence obtenue & 1'aide de la relation de

disnersion (I-54), lorsau'on néalice 1'amortissement du mode (Figure 9)
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de fréquence collective w-an pour S = 0. Cette oscillation du moment
Q
d'ordre n de la distribution est instable pour Re(so) = Im(Awnn] >0

(cas d'une paroil de chambre & vide de résistivité non nulle).

ITI-1-2- Relation de dispersion et solution asymptotique du
tenps

En présence d'une dispersion S, la stabillité de

1'oscillation collective est déterminée par les solutions Sq de 1'équa-

tion de dispersiaon

o ® W(r)Rz rdr
nn

D (s) = 1 + iAw — = P (III-14)
+ nn . 2
s-1inSr
0
Re(s) = Im{Aw) > O , ("prescription de Landau”)

ces solutions étant les pdles de Z:(sJ. En effet, pour les temps t > 0

et en raison du terme eSt dans (11a), la contribution & 1l'oscillation
zn(t] de l"intégrale sur le chemin ' peut étre rendue aussl faible que
1'on veut en déviant I'_ vers les grandes valeurs Re(s) négatives. Le
chemin P+ étant dévié de la méme maniére tout en contournant le pdle So
(Figure 23c), la partie de F+ paralléle & l'axe imaginaire apporte une
contribution d'autant plus faible que le_temps t est grand. La variation
asymptotique de_l'oscillation du moment 2" (t) est donc bien déterminde nar
le pdle s, de ZT(S). L'équation de dispersion (14) avec n = 1 (mode dipo-
laire) est identique & 1'équation (I-51) dont nous avons décrit les pro-

priétés au Chapitre I.

[II-1-3- Oscillation collective possédant un spectre continu
de fréquences

En fait, 1'introduction par Case du_contour d'inver-
sion I n'est utile que si 1l'on recherche une solution zn(ql_valable pour
tous les temps t. Considérant donc & la fols les pdles ds ZT(s) du demi-
plan Rel(s) > 0 et ceux de f;(s] du demi-plan Re(s) < 0, la Figure 23d
représente la projection de ces pdles sur le plan des déviations complexes

o

Awnn' On constate que la projection des droites Re(s) = constante ‘% 0,
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Q
ne couvre pas la totalité du plan Aw les droites Re(s) = *e limitent
o

un domaine du plan Awnn a 1'intérieur duguel ZT et ZT ne possédent pas
[}
de pdles. Reconsidérant par exemple le cas d'une déviation Awnn réelle
[}

(exemple de la Figure S avec Aw N AQSC), cette situation correspond

11
au cas ol la fréquence collective w est & 1'intérieur de la bande des
fréquences incohérentes. En 1l'absence de pdles, les chemins r, et T_
peuvent tendre vers l’axe Re(s) = 0 respectivement par valeur positive

et négative (Figure 23e) et, posant s = -i1Aw, on obtient par (11b)

_n' iTrQSO XO ¥ iYO
Z+ (Aw) = + S R - ’ (III-15)
T 2 0 ns - Awnn(X ¥ iY)
nn
[ wRinr‘dr I
X(Aw]' = V.P. J —'21'—& » Y (Aw) = 'i‘ [WRnn]r2=_ dw
o T nS S
[m gORnnrdr T
XO(AwJ = \,P J 2, Yo(Aw] = 5 [gORnn}r2=_ fin,
0 nS nsS

V.P. : valeur principale de 1'intégrale.

Ces expressions de ZT et étant conjuguées, leur somme dans (11a) est

IN
o A

réelle et 1l'oscillation =z (t) est décrite par 1'intégrale de Fourier :

+m N
—_— -inQ t .
zn(t] = g s Zn(Aw]e 1hwt dAw s
-co (III-16)
v o o
—_ Q Aw_ XY + Y (nS-Aw__X)
n s0 nn'o o] nn
Z (Aw) = .
2n-1D 5 g

nn (nS-dw. X2 + (Aw. Y)2
nn nn

N

Cette fonction 2 (Aw) représente une densité continue
de fréquences collectives w = an+Aw. définie sur l'intervalle de fré-

guences correspondant & la bande des fréquences incohérentes, car les
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fonctions Y(Aw) et YO(AmJ (15) sont nulles & l'extérieur de cette bande.
En particulier la faonction YO(AwJ. relative & la perturbation inittale
go(r), représente la limite de cette densité pour une interaction nulle

(Am;n = 0). Dans le cas ol la perturbation initiale est un mode pur :

g (r) = W(r)R__(r) i X =X, Y=Y s
o nn

la densité (18) des fréguences collectives admet 1l'expression plus

simple :
—
2" aw) = 22 5 SSY — (III-17)
(NS = Aw_ X} + (Aw__Y)
nn nn
A ) I
(s}

Le cas de la Figure 24 se rapporte & une distribution
stationnaire initielement déplacée de son centre d'équilibre sur 1'axe
longitudinal (par exemple en variant brusguement la phase synchronE(%).
En 1'absence de dispersion synchrotronique la distribution oscillerait
ensuite selon le mode dipolaire rigide avec une amplitude constante,
ad la fréquence w = e, + Aw:1 réelle et discréte. S'étant placé dans
l'approximation de l'interaction synthétique, le champ de charge d'espa-
ce ne dépend que de la position du barycentre Z(t), et la fréguence
collective entre dans la bande incohérente pour un taux de dispersion
supérieur au seuil (I-56). La Figure 24 représente, pour trois valeurs
de la dispersion excédant ce seuil, la densité de fréquences collectives
(expression (17) aQec n = 1) dans la bande de fréquences incohérentes
des faisceaux & densité parabolique et gaussienne. Cette densité conti-
nue de fréquences réelles caractérise une oscillation du barycentre qui
est amortie proportionnellement & la largeur du spectre. Nous avons éga-
lement représenté 1'approximation de la fréquence collective par une
fréquence réellediscréte, obtenue précédemment & 1l'aide de la relation
de dispersion en négligeant 1'amortissement du mode (expression I-54

et Figure 9}. On note une faible déviation de cette frégquence par rapport
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au pic du spectre continu, qui croit cependant en fonction de 1'amortis-

sement du mode, comme dans le cas d'un simple oscillateur amorti.

[1I-2- Application de la méthode de nerturbation & 1'interaction
3

xact 25,
exacte « 32

Lorsqu'’en deuxiéme partie nous avons envisagé le cas

de l'interaction locale « %% , nous avons montré que le noyau intégral

Gn(r.r') de 1l'équation de Vlasov (2) admet la forme générale (II-18)

, - :E o.,N , _
Gn[r,r ) Mij Rin(r]Rjn(r )| " (III-18)
1,]

La recherche des solutions de 1'équation de Vlasov sous forme de série

glr,t) = R(r)e ‘@t ) R(r) = W(r) éaR (r) ,
m mn

m
(ITI-19)

nous a alors conduit & la résolution du probléme homogéne & valeurs

propres (II-38)

I G I~ e DERE B (111-20)
sC

Considérant maintenant le probléme & valeur initiale (8), lorsqu'on
effectue un développement en série de la fonction transformée de g, (r,t)

(7) sous la forme :

G+(r,sJ = W(r) g Am+(s]Rmn(r] ’
5 - (II1I-21)
m
go(r] = W(r) % aKORkn(r] ;

la résolution de 1l'équation de Vlasov (2) conduilt simplement au probléme
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inhomogéne associé a (20), soit :

->
a
oD 1" - is < o _
({em’] + ['M] maa_ [1]) K:(S) + Traa (III-22)
s = =-1iAw = -1{w-nQ.) .
S

Connaissant les solutions du probléme homogéne (20), en
particulier le spectre des fréquences propres Awmn' et également le
spectre Aw;n de la matrice de dispersion [1Mn]. on se propose d'établir

deux types de solutions équivalentes pour le probléme inhomogéne (22).

IT1I-2-1- Solution du probléme d valeur initiale décrite par la
densité du spectre des fréquences collectives

La résolution de 1'équation (22) peut &tre obtenue en
recherchant la solution (21) sous la forme d'un développement par rapport

aux fonctions propres Omn(r] du probléme homogéne (20)

Gt(r,s] = W[r]jigamt(s]an(r)
1 (III-23)
go(r) = W(r) :55 ko kn .

Appliquant les propriétés (II-25 & II-27) des vecteurs propres Um' les

vecteurs Als) et B(s) sont reliés par :

) : > _ -
Ai[sl = E Bkt(SJUK = (a)
K (III-24)
a b, U (b)
% ko k '
K

Reportant ces expressions dans 1'équation (22) et appliguant la propriété
de définition (II-25) d'un vecteur propre, on obtient
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> >
:Ei (s + 1ow, )8, 0 = ngibkouk . | (III-25)
k k

Les vecteurs propres Uk étant linéairement indépendants car orthogonaux,

il résulte de cette derniére équation gque les coefficlents Bk sont reliés

aux bko par :

b

R - N -
B,(s) =t — Tho ; (III-26)

et, inversant (24b), sont reliés aux 8,0 Par ¢

S Umkamo

B, (s) = ¢ e i, (III-27)

s + iAwkn

Reportant cette expression dans (24a), on obtient la solution de 1l'équa-

tion inhomogene (22) sous la forme :

jk mk mo _
Aj = iAw i (III-28)
Remarque sur la fonction de Green : Cette méthode de résolution d'une

équation matricielle inhomogene est analogue a celle de 1l'équation dif-

férentielle inhomogéne

L . ulx) - aulx) = f(x) ’ (III-29)

a 1l'aide d'un développement de u(x) et f(x) par rapport aux fonctions

propres un(x] de 1l'opérateur L :

L . un(x) = Anun[x) P (III-30)

' On sait que la solution du probléme (29) s'écrit 25,27)

ulx) = J G(x|x')f(x')dx’ ; (III-31)

:—u—'-——q,......—}

[

g
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ou G(x]x’), fonction de Green du probléme inhomogéne, admet le dévelop-

un(x]un(x']
G(X|X',)\) .= it - wid ’ (ITII-32)
n

n

pement bilinéaire

et est solution de 1'équation

L . G = XG = (S[X = X'] [ (III-33)

Récrivant la solution (28) sous une forme analogus & (31)

Ajt[S] = 4 E amOG(m[J.s) 3 (III-34)
m
la fonction .
U, u
G(m|j,s) = E‘-lﬁlmi—- ‘ (III-35)
k S + iAwkn

peut &tre considérée comme étant une fonction de Green 3 variable discre-

te, solution du probléme inhomogéne associé a (22)

; omh 1.0 . 5 _
inaQ_ E%( Mom * Mzm]G(mlj,s] + s6(2]3,s) JP (III-36)

m

comme on peut le vérifier en reportant (35) dans (36).

Nous avons vu que pour une matrice d'interaction
[°Mn] a4 valeurs propres ijn réelles (impédance de parol purement
réactive), les déviations de fréguences propres ijn calculées en présen-
ce de dispersion synchrotronigue sont également réelles. Les solutions

“(s) (28) ou (34) comportent donc une séquence infinie de pdles

A

S

tuer & 1'aide du contour de la Figure 23f. En particulier le coefficient

-iAwKn purement imaginaires, et 1’'inversion de Laplace peut s'effec-

An+(sl décrit 1'oscillation du mocment d'ordre n de la distribution, soit

en reportant (21) dans (10)
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n 1TQso
Z. (s) = A (s) i
+ 2n 1D n+
nn
et, aprés inversion, on obtient
— 0 * -1(nQ  + Aw, )t
n Yo = 5 kn
z (t) = U, U a e (III-37)
. 2n-1 i nk~mk mo
nn k,m

Lorsque la perturbation initiale gO(rJ est le mode pur le plus cohérent

m=n, 11 vient :

-+
a
o]

— —_— -1(n + Aw, Jt F (III-38)
zn(t] zn E U2 s s kn
o nk
k

(1,0,0...)

Comparant cette expression du moment zM) 3 1l’expression correspondants
obtenue en (16) et (17) sous la forme d'une intégrale de Fourier, avec
une interaction simplifiée « z"(t), on peut souligner 1l'étonnante simpli-
cité de l'expression (38), dont la forme reste aussi compacte pour

1'interaction exacte « %% que pour l'interaction simplifiée. Cependant

on doit également remarquer gue, s'agissant d'une méthode de perturbation
nécessairement limitée dans ses applications & un nombre fini de fréquen-

ces propres Aw, , la somme (38) n'est que 1’approximation discreéte d'une

kn
intégrale de Fourier. Associant & chaque fréquence propre Awkn 1'amplitu-

de spectrale Ui un histogramme 44 de la densité du spectre continu des

KD
fréguences collectives peut &tre obtenu & l'aide de 1'approximation

B U2 . U2
n 1 nk n,k+2
2 (Aw) = = 4 ; Aw < Aw < Aw
2 Awk+2,n - Awkn kn k+2,n

(ITI-38)

L'histogramme obtenu & 1'aide de 20 fréguences

propres Aw est comparé sur la Figure 25 3 la densité continue de fré-

kn
quences collectives d'expression (17). L'approximation ainsi obtenue est
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meilleure dans le cas parabolique, ol les 20 fréquences contribuent a

la construction du spectre, que dans le cas gaussien ol & peine la moi-
tié des fréquencesapporte une contribution effective. Comme nous 1'avons
déja signalé, cette différence entre les deux distributions tient & ce
qu'un grand nombre de fréguences treés dispersées sont représentatives de
la queue de la distribution gaussienne. La Figure 26 représente 1'amor-
tissement en fonction du temps de 1l'oscillation du barycentre z(t), dont
la fréquence est donnée par les spectres de la Figure 25. Paur la raison
que nous venons de rappeler, la somme (38) cesse de colIncider avec 1'in-
tégrale de Fourier (18) beaucoup plus vite dans le cas gaussien que dans

le cas parabolique.

I1I-2-2- Solution du probléme § valeur intiale, décrite
par une relation de dispersion

Un deuxiéme type de solution pour 1'équation inhomo-
géne (22) peut &tre obtenu a partir d'un développement de cette solution
par rapport aux fonctions propres D;n[r) de la matrice de dispersion
[1Mn]. Pour cela il suffirait de reprendre, pour ce nouveau développement,
les calculs conduisant de (22) a (28). Toutefois, les calculs étant sen-
siblement simplifiés lorsqu'on utilise les propriétés de la fonction de‘
Green, nous récrivons 1'équation (22) en traitant«l'interaction (matrice

[°M"]) comme une inhomogénéité :

->

(' - 22 As)

op )
nag__ - [°m ]Kt(s] (III-40)

y 0
- 1nAQ
sc

Désignant par G: les vecteurs propres de la matrice de dispersion [1Mn].
associés aux valeurs propres Aw:n, nous appliquons les propriétés (35)

et_(SB] 4 la fonction de Green

11
ut v
G, (J|k,8) = L. , (1II-41)
1 7
2 s + 1lAw

solution de 1'équation
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1.0 _ -
inag_ __>: M3 G, (J[k,s) + sG,l(iIk;s] = 8y (III-42)
J

Les solutions de 1'équation (40) s'expriment & l'aide de la fonction de

Green d'une manidre analogue & (34) sous la forme :

Akt(S] -‘jg;(t 8.0 = inaQ . é& MmJ Aji)G1(m|k.s] (III-43)
m J

Résolvant cette équation par rapport a R(s), on écrit :

oml = -
:i% (inAQschE MmJG1(m|K.sJ + ij )Ajt + E amOG1(m|k.sJ (III-44)
J m

m

Désignant le déterminant de ce systéme algébrique par

= o n o . -
D(s) DET [ inag, 2 Mij1(m|k.s] + 6Jk] ; (III-45)

m
les solutions s'écrivent

Dkofs)

ki = D[E] ’ (III‘48)

e

ot le déterminant Dko est formé en remplagant la kiem colonns dans (44)

par le vecteur colonne du second membre. Lorsqu’enfin on effectue 1'in-

version de Laplace de K+(s]. les fréquences propres de l'oscillation de

densité g(r,t) sont déterminées par les pGles de K+(s). ce qui nous donne

une relation de diépersion pour les fréguences s = -iAw :
= omn . = -
D(Aw) DET [ nmscz Mij1(m|k,Aw) + ij] 0 , (III-47)
m
avec Ulgulg
G1(i]K.Aw] = e . (III-48)
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Lorsque la matrice d'interaction est obtenue directement sous forme
diagonale, comme c'est le cas pour le faisceau & densité parabolique,

o
Awin

oM, = —=1 ¢ .
i nag, . i]

1'équation de dispersion (47) s'’écrit plus simplement

D(Aw) = DET[ijnG1[j|k.Aw] + GJK] = 0 2 (III-49)

En 1l'absence de dispersion des fréquences incohérentes, Aw;n = 0, les
vecteurs propres étant orthonormés comme en (II-26) la fonction de

Green se rédult &

8
. . 17 1 . _ _km -
G1(m|k,Aw) = v 5 U oYk —_— (III-50)
2

et 1'équation de dispersion (47) se rameéne au probléme & valeurs propres

(20) ol la dispersion est nulle :

pET ([°M] - Z—[1) = 0 (I11-51)
scC

avec pour solutions Aw = A“En' les valeurs propres de la matrice d'in-
teraction. ‘

En présence d'une dispersion des fréguences Am;n, la
fonction C, dans (47) et (49) établit un couplage entre les différents
moges qui, pour une dispersion nulle, auralent pour fréquences propres

ijn’ J=n, nt2,...
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III-3- Applications de 1a relation de dispersion

[11-3-1- Situation des fréquences collectives par rapport
i la bande des frecuences incohérentes

Nous disposons maintenant de deux formulations diffé-
rentes pource méme probléme, c'est-a-dire

by

- le probléme & valeurs propres (20)

pET ([°M7 + [ M - Fé‘*’— [(1]) = o0 (III-52)
sSC

- la relation de dispersion (47) (ou sa forme simplifiée (48)

DET( nag_ [°M"] [Glaw)] +[I] ) = O , (III-53)

ot la matrice [G] d'éléments

11
THRT,
G, (Aw) = E Ak e (III-54)
1K o
2 wan u

est formée par les vecteurs colonnes associés & la fonction de Green
(48), ce qui constitue un simple changemeht de notation. Pour une inter-
action et une dispersion données, la forme (52) est visiblement la mieux
adaptée au calcul des fréquences collectives Aw, et c'est ce probléme
gue nous avons résolu en seconde partie. La résolution de (53) par rap-
port & la fréquence Aw, qui apparait au dénominateur des éléments de

matrice G serailt rendue plus difficile. Cependant, pour une interac-

tion simpi:fiée 3 deux fréquences propres Amjn (matrice [°M"] de rang 2)
et pour une dispersion S donnée, nous avons pu vérifier que les solutions
Aw de (52) et (53) coIncident.

Par contre la relation de disperison (53) est adaptée
3 la résolution du probléme inverse : pour une déviation de fréguence
collective Aw donnée, gquelles sont les solutions ijn/S du probléme ?
En particulier, en demandant & Aw de prendre des valeurs réelles, nous
pouvons obtenir les solutions Awgn/s représentant la limite de stabilité

o

ImAw = 0 dans le plan des fréquences complexes ijn/S = U + iV. C'est

précisément de cette maniére que 1'on a résolu la forme intégrale de

B
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1'équation de dispersion (I-51) (Figure 8).

Fréguence collective aux limites de la bande de fréguences inco-

hérentes

L'amortissement de Landau d'un mode s'exergant lors-
que la fréquence collective est & 1l'intérieur de la bande de fréquences
incohérentes (Figure 24) les limites de stabilité du faisceau & densite

parabolique sont obtenues en résolvant (53) pour :

Aw = 0 ’ AQSC >0 (avant la transition)
(III-55)
et Aw = =S AQSC < 0 (aprés la transition)

La fréguence collective est respectivement égale & la fréquence syﬁchro-

tronique des particules appartenant au centre et au bord du faisceau.

Fréguence collective & 1l'intérieur de la bande incohérente : pas-

sage a la limite d'un spectre de dispersion Aw;n dense

La déviation de fréquence collective Aw étant un para-

métre réel de 1'équation de dispersion (53), nous lui faisons parcourir

le spectre de dispersion Aw;n en lul affectant successivement les valeurs

médianes :

Aw = (Aw1 + Aw1 1/2 , A = N,N+2, 0 (III-56)

an a+2,n

Effectuant le passage a la limite d'un spectre Awln dense, la somme

discréte (54) peut 8tre traitée comme une intégrale comportant un pdle

en écrivant

11 11 1 1
U, u ul u' +u U

G, -(Aw) = ; L ke, yp _do ke 1,042 k,a*2 (III-57)
ik — pl - ™ -t
2 LN wa-2.n wan

Dans le premier terme de (57), la "variable” Aw1 approche le "p6le” Aw

Ln
symétriquement par valeurs positive et négative
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1 1 _
1 (Awan Awa+2‘n)/2 ¥ pour £ = o
szn - Aw = (III-58)
1 1 .
- (Awan Awa+2'n)/2 i pour £ = o + 2 ’

ce qui équivaut & prendre la valeur principale d'une intégrale. Le second
terme de (57) représente la contribution moyenne du "pdle” sur 1l'inter-

valle de {-‘réquence[Aw;n.Aw1 ] considéré.

ai2,n

111-3-2- Diagramme de stabilité du mode dipolaire pour
1'interaction simplifiée = Z(t)

C'est le cas que nous avons envisagé en premiére partie
(relation de dispersion I-54 et seuils de stabilité de la Figure 8),
oU le spectre de la matrice d'interaction est simplifié de fagon a ne

conserver que la fréguence propre du mode dipolaire rigide :

1 Buwy 4 (III-59)

Ce mode est donc découplé de tout autre mode collectif et, le déterminant

de la relation de dispersion (53) se réduisant & un seul terme, on

obtient :
Aw?
11 Aw
1 + S G11 (?? ) 0 ’ (III-60)
avec '
1,2 1,2 1 2
—
Aw (U12) s (U1a) * (U1.a+2]
6, () = > — .17 ;
11 S A 1 2 A 1 A 1
2 “o1 Aw “a+2,1 "Y1
S S S S
1 1 1
Aw = '§(Awa1 Awa+2'1) i -S<aw < O

U2,
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Nous devons donc comparer cette relation de dispersion & la forme inté-

grale (I-51) ou encore (III-14 avec s = -iAw)
° 2
Aw” 44 W(r]R11rdr
1" —_— = 0 ’ -S < Aw < 0O . (III-B1)
S 2 Aw
ro+ =
0 S

Outre la similitude de forme entre les deux relations de dispersion, on
remarque que les composantes de vecteurs propres U:Q dans la somme G11
tiennent le rdle de la fonctian propre W(P]R11(P] dans l'intégrale de
dispersion. Vecteurs propres et fonctions propres étant orthonormés, on
retrouve dans les deux cas la définition de la déviﬁtion Aw?1 relative

& une dispersion nulle :

Aw = Awfl’1 pour Ss=0 , fw =0 (II1-82)

L'histogramme (60) du seuil de stabilité ImAw = O dans

le plan des fréguences complexes Aw;1, et sa forme continue (61) sont

comparés sur la Figure 27. Le spectre de dispersion est approché par 20

fréguences Aw1 pour le faisceau & densité paraboliqgue, et 40 fréquences

21
1
Aw21 pour le cas gaussien, ce dernier spectre présentant un plus grand

étalement.

III-3-3- Diagrammes de stabilité des modes collectifs pour

1'interaction exacte « %é .

Désirant, comme précédemment, obtenir les diagrammes

de stabilité du plan U,V, déja défini en (I-54) par :

u+iv = , (III-63)

nous reprenons la relation de dispersion (53} en changeant AQSC = szq'

déviation de frégquence réelle du mode dipolaire rigide pour une disper-

sion nulle et une impédance de paroi purement réactive, en déviation
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complexe caractérisant une instabilité due, par exemple, & la faible

résistivité de la paroi. Posant :
A = S o e , (III-64)

la résolution de 1'équation de dispersion (53) se rameéne encore a la

résolution d'un probléme & valeurs propres, mais cette fois par rapport

a la variable A:
022 oy - peET (MM (2¥)] - A[ID) = 0 (ITI-65)
ns ’ ns '

ol la matrice 3 diagonaliser est maintenant une matrice complexe, non
hermitique, du fait des éléments Gik(%g) d'expression (57).

Le rang r, de la matrice [G], égal au rang ds la

matrice de dispersion [1Mn]. ;eut étre choisli aussi grand que le permet-
tent les contrailntes d'espace-mémoire et de temps de calcul, dans la
diagonalisation numérique conduisant aux valeurs propres szn et vecteurs
propres Ug de cette matrice. Ce calcul devant &tre fait une seule fois
par distribution de particules, les éléments (57) de la matrice [G]
doivent étre ensuite calculés aux (r1-1] valeurs médianes (58) de la fré-
guence collective fwdans le spectre de dispersion Amln. Le rang ro de la
matrice d'interaction [°Mn] est alors imposé égal & r1. Cependant,
sachant que ses valeurs propres Aw}n' g = n,n+2,..., tendent vers zéro
pour ¢ > n (Filgure 12), cette matrice peut &tre simplifiée en ne conser-
vant qu'un petit nombre d’'éléments non nuls. Prenant l'exemple du fais-

ceau a densité parabolique, ol l’interaction de mode dipolaire est sim-

plifiée de fagon & ne conserver gue les deux fréguences propres Aw:1.
Awg1 caractérisant les deux modes les plus cohérents, la simplification
introduite dans le produit de matrices figurant & la relation de disper-
sion (65) est indiquéesur la Figure 28a. Ce schéma montre que, pour cet
exemple, on doit en fait se limiter & calculer seulement 2 X 2 éléments
de la matrice [G], qui dépendent néanmoins par (57) des 20 x 20 éléments
de la matrice de dispersion. La relation de dispersion (65) pos;éde deux

valeurs propres non nulles l\11 et A31, dont la variation en fonction de
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Fiqure 27 - Seuil de stabilité Imw = 0 du mode dinolaire décounlé de tout autre
mode. Solution continue (26) et son histocramme (25)
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Figure 23 b - Exemple de seuils de stabilité de deux modes couplés m=n =1

AN

etm=23,n=1, et, en hachuré, le domaine de stabilité

absolue d'une oscillation collective de mode dinolaire n = 1

E.'..:'-
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%% , pour - 1 < %% < 0, donne les seuils de stabilité du mode m = n = 1
et du mode m = 3, n = 1, dans le plan des fréguences complexes U,V. En
fait, ces deux modes sont couplés en présence de disbersion. c'est-a-
dire qu'ils ne peuvent &tre excités séparément, et perdent donc leur
identité jusqu'icirepérée par les indices m = 1,3. Une oscillation col-
lective du faisceau n’est parfaitement stable que dans le domaine de
stabilité commun & ces deux modes couplés. Nous dirons que le domaine de
stabilité d'une oscillation dipolaire possédant deux fréguences propres
Awf]’1 et Awg1 en l'absence de dispersion, est ce plus faible domaine
commun du plan U,V, limité par 1'une ou l'autre valeur propre A11,A31,
lorsque la fréquence collective Aw parcourt la bande incohérente

1
szn (Figure 28b].

La méthode de calcul du seuil de stabilité d'un
mode collectif et 1le cas de Figure 28b se généralisent aisément au
cas o0 l'on considérs plus de deux fréguences propres szn non nulles.
En fait les calculs ont été effectués en tenant compte de cing fréquen-

ces Aw®_ au maximum, ce qui, au regard des spectres de la Figure 12,

an
constitue une bonne approximation de 1'interaction locale « %% .

Remarque. La relation de dispersion (65), établie par rapport & une ma-
trice d'interaction et une matrice de dispersion, donc avec des valeurs
propres discrétes, admet probablement une forme éguivalente continue ot

les termes de couplage G (é%) d'expression (57) seraient remplacés par

ik
des intégrales telles que

W(r)JrR, R, rdr
ALy (III-66)

2 Aw
0 r- o+ S

Néanmoins, dans les deux cas, la résolution de 1'équation de dispersion

(65) consiste & diagonaliser une matrice complexe. Le formalisme matri-
ciel caractérisant la méthode de perturbation est donc ici particuliere-
ment adapté & la résolution des problémes de stabilité. Il évite de plus
le calcul d'intégralessinguliéres telles que (66), ol 1'intégrant devient
une fonction rapidement oscillante lorsque croit 1l'ordre radial m des

modes R _(r).
mn
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Cas de deux modes dipolaires couplés. La relation de

dispersion (85) permet de calculer les variations du seuill de stabilité
d'une oscillation collective & symétrie azimutale d'ordre n, en fonction
du couplage entre les modes radiaux m = n,n+2,.... Nous avons effectué
ce calcul pour une oscillation dipolaire de la densité, et pour une

interaction caractérisée par seulement deux fréguences propres Amz1 et

Awgq. On fait varier le couplage entre les modes en variant leur sépara-
tion en fréquence dans 1'intervalle Aw:1. Ces variations du seuil de

stabilité dans le plan U,V sont représentées sur les Figures 29, pour
une densité parabolique, et 30 pourune densité gaussienne. Pour une
raison de clarté, les seulls obtenus sous forme d'histogramme (comme sur
la Figure 27) sont représentés par une courbe continue. Pour interpréter
ces variations de seuils, il est bon de rappeler que la résistivité de
la paroil de chambre & vide étant supposée étre trés faible, la déviation
de fréguence Aw§1 est en pratique approximativement réelle, et voisine
de la déviation AQSC. définie en premiére partie pour une impédance de
paroi purement réactive. Dans ces conditions, et pour une déviation

Aw;1 = AQSC > 0 (avant la transition), 1l'accroissement du couplage entre
modes se traduit, sur ces Figures, par une réduction du domaine

U= ReAwqq/S stable pour les deux distributions. En fonctlon de la remar-
gue précédente, un gain en stabilité dans la direction V = ImAwqq/S ne
présente pas d'intérét pratique. Pour une déviation AQSC < 0 (apreés la
transition), l'oscillation dipolaire parabolique demeure instable indé-
pendamment du couplage. Dans le cas gaussien, on peut noter un faible
accroissement de stabilité qui, se situant vers la queue de la distribu-

tion, peut ne pas avoir de signification pour une distribution réelle

nécessairement tronquée.

Cas de l'interaction exacte « %% . Le modéle précédent

d'une oscillation collective faisant intervenir seulement deux modes

couplés, explique assez bien la forme des seulls de stabilité que 1l'on
obtient (Figures 31 et 32) pour une oscillation dipolaire n = 1, quadripo-
laire n = 2 et sextupolaire n = 3 d'un faisceau & densité parabolique.

Les seuils représentés sur ces figures ont &té calculés en tenant compte
de cing fréquences propres Aw;n relatives aux modes les plus cohérents,

Dans le cas de l'oscillation dipolaire (Figure 31b), on note une réduc-

4
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tion du domaine U = Resz1/S stable par un facteur de l'ordre de deux,
par rapport au seuil calculé dans 1'approximation de l'interacticn syn-
thétique « z(t). En fait la Figure 31a montre une différence de compor-
tement du mode qui est peut é&tre plus significative que ce rapport deux :
dans le cas de l'interaction « z(t) la fréquence collective pénétre
pleinement dans la bande incohérente, ce qui laisse espérer une stabili-
sation compléte du mode, dés gque la dispersion devient supérieure au
seuil de stabilité, Le cas de 1'interaction « %% montre qu'au-dela du
seuil théorique, la fréquence collective est canfinée dans une partie
étroite de la bande incohérente caractérisant les particules au centre
du faisceau. Dans cette région 1l'amortissement de Landau est probablement
faible, car on sait gque ce phénoméne est surtout sensible aux effets de
bord de la distribution des particules 13'15). La Figure 31a montre donc

une large gamme de valeurs de la dispersion excédant le seuil théorique,

soit trés approximativement

7 p

35 s €
sC

ol le centre du faisceau reste probablement trés proche de 1'instabilité.

Cette situation expligue la forme des modes au voisinage du seull de

stabilité (modes des Figures 18,19) ol le centre du falsceau oscille

pendant que le bord du faisceau demeure stationnaire. Dans le cas d'une

oscillation quadripolaire ou sextupolaire (Figure 32), on note une diffé-

)

rence de stabilité moins importante entre 1l'interaction « 3% gt 1'inter-

action approchée « En(tJ, que dans le cas de l'oscillation dipolaire.
Nous avons vu qu'une plus grande séparation en fréquence (spectre Am;n

de la Figure 12), donc un couplage plus faible entre le mode le plus
cohérent et les modes secondaires, peut expliquer ce résultat.

D'une maniére générale, les limites de stabilité du
plan U,V, que nous avons obtenues en résolvant 1'équatilon de dispersion
[855, confirment 1'interprétation et 1'application du critére de stabilité
faite en deuxilme partie (Figures 15 & 417, 21 et 22), & propos des dia-
grammes donnant la position de la fréquence collective par rapport & la

bande des fréguences 1lncohérentes.
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CONCLUSION

Nous rappelons les deux principaux parametres,
définis en 1ére partie, qui interviennent dans la théorie de la stabili-
té des oscillations collectives d'un faisceau. C'est d'abord la dévia-
tion de fréquence AQSC, un effet de la force de charge d'espace, qui

80
ou incohérentes des particules. Cette déviation est uniforme pour l'en-

affecte la fréquence Qs =Q - AQSC des oscillations synchrotroniques

semble des particules & densité longitudinale paraboligue. Pour tout
autre distribution elle dépend de 1'amplitude des oscillations et son
expression self-consistante a été calculée dans le cas d'un faisceau a
densité gaussienne. AQSC est alors plus précisément la déviation de
fréquence qui affecte les particules évoluant au centre du faisceau.
Nous avons également défini la déviation Aw§, entre la fréquence Wqq du

11
mode dipolaire rigide et la fréquence synchrotronigue au centre du

faisceau : A - Qs. Cette oscillation rigide du faisceau a la

o
Y11 T Y11
propriété de transporter, sans déformation, le potentiel de charge
d’'espace. Par suite sa fréguence Wyqs indépendante de la densité de char-
ge d'espace dans le faisceau, est égale & la fréquence synchrotronique
sc’
En fait cette relation n'est vraie que si le potentiel de charge d'espa-

"non perturbée” Qso et, dans ce cas, on a donc 1l'égalite Aw:1 = Q

ce évolue en phase avec l'oscillation du faisceau, comme dans le cas de
1'interaction du faisceau avec une paroi de chambre & vide dont 1'impé-
dance est purement réactive. En pratique, la paroi admettant une résis-
tivité faible mais non nulle, un déphasage est pris en compte par une
déviation Aw:1 complexe, voisine de la déviation AQSC réelle. Le second-
paramétre important est la latgeur S de la bande de dispersion des
fréquences incohérentes (S entre le centre et 1'amplitude moyenne des

particules & densité gaussienne).

La stabilité du faisceau est généralement décrite
par une relation de dispersion pour la fréquence collective w, comportant
une intégrale de dispersion analogue & celle qui décrit 1'amortissemant

de Landau des ondes de plasma soit, pour les différents modes d'ordre

n=1,2,3,0:0.
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[ W[r)Rin(r)rdr
1 - Awo = O . (a]
nn . Aw + nSr2

La limite de stabilité ImAw = O dans (a) montre que le critére de stabi-

1ité est satisfait lorsque la fréquence collective est & 1'intérieur de
la bande incohérente. Le seuil de stabilité s’établit en fonction d'un
rapport entre la largeur de bande S et la déviation AQsc' Toutefols nous
savons que cette théorie suppose une approximation de 1l'interaction du
faisceau avec la paroi. Proportionnmelle & la variation de densité de
charge %% (z,t) dans la direction longitudinale z du faisceau, cette
interaction locale a été approchée par une interaction moyenne, indépen-
dante de z, et dépendant seulement des différents moments Z(t) de la

distribution, comme le barycentre z(t) dans le cas du mode dipolaire n=1,

La raison de cette simplification est liée &
certaines difficultés concernant la résolution de 1'équation de Vlasov,
dont on sait gue les solutions exéctes ne peuvent 2tre trouvées sous la
forme de fonctions réguliéres en présence de dispersion (modes disconti-
nus de Van-Kampen). Cette situation justifie l'application de la méthode
de perturbation que nous avons développée en deuxiéme partie. Elle a
consisté & rechercher les solutions de l'éguation de Vlasov sous la forme
de développements en série de modes continus, possédant les propriétés
d'orthogonalité des solutions exactes. Cette méthode nous a permis de
ramener la rdédsolution d'une éguation intégrale & celle d'un systéme

algébrique & valeurs propres pour les déviations de fréquences collecti-

ves Aw = w - nQS :

omh 1N Aw _
DET([M]»«[M]—FQS;[I]) = 0 (b)

La matrice d'interaction [°M"], relative aux modes & symétrie circulai-

re d'ordre n dans le plan de phase, admet une infinité de valeurs propres

[-]
Awmn

nAn‘:’C

augmente. L'approximation usuelle de l'interaction < Z(¢) équivaut a ne

réelles , m=n,n+2,..., décroissant vers zéro lorsque l'ordre m

conserver que la fréquence Aw;n du mode le plus cohérent dans le spectre
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de cette matrice. Les valeurs propres réelles szn de la matrice d'in-
teraction [1Mn} donnent une approximation discréte de la bande continue
des fréquences incohérentes ou de ses harmoniques d'ordre n. Le fait
gu'on sache calculer ces matrices, en tenant compte des effets non liné-
aires de la charge d'espace gaussienne, laisse penser que la méthode
pourrait &tre appliquée, sans trop de difficultés, & des distributions
autres que les densités parabolique et gaussienne. La résolution de
1'équation (b), pour ces deux distributions, nous a permis de calculer
les fréquences collectives w réelles (cas d'une impédance de paroi
purement réactive) qui sont & l'extérieur de la bande incohérente
(Figures 14 & 1¥), et par suite d'appliguer le critére de stabilité pour
1'interaction « %% . Ces diagrammes, donnant la variation des fréquences
collectives en fonction du rapport S/Ausc, peuvent &tre aisément conver-
tis en fonction de la charge totale transportée par le failsceau (Figures
2 et 22 relatives aux paramétres du booster). Rappelons enfin que cette
équation (b) nous a permis de calculer la forme des modes de densite
dans leur domaine d’'instabilité, leur spectre des nombres d'ondes, et de

prévoir des variations dans la forme des modes quil sont caractéristiques

de la proximité d'un seull de stabilité.

Le comportement d'une oscillation collective dont
la fréquence est & l'intérieur de la bande incohérente a été étudié
(troisiéme partie) en considérant 1'évolution dans le temps d'une pertur-
bation initiale de la densité. Nous avons établi deux solutions équiva-
lentes pour ce probléme & valeur initiale : pour l'une d'elles l'oscilla-
tion de densité est décrite par un spectre continu de fréquences collec-
tives réelles, défini sur la bande de fréquences incohérentes. Alterna-

tivement la fréquence de ]'oscillation collective a été décrite & 1'aide

d'une relation de dispersion :

peET ([°mM"] x [G6] -AlI]) = O, = U+ iV = - (c)

w
=

[G] est alors une matrice complexe, construite & l'aide d'une fonction
de Green associée 3 la matrice d'interaction [1Mn], dont chaque élément
est l'approximation discontinue d’'une intégrale de dispersion. En parti-

culier on a montré que le déterminant (c) d'ordre 1, obtenu en simplifiant

) )

o [rr— frmm— W—I

Y
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la matrice d'interaction [°Mn] a une seule fréquence propre Aw;n non

nulle, est équivalent & la relation de dispersion (a).

En application de la relation de dispersion (c),
nous avons montré que les modes secondaires, négligés par la relation
de dispersion (a), contribuent 3 modifier les limites de stabilite du
planU,V, pour les modes les plus cohérents. Cette contribution dépend
de leur séparation en fréquence par rapport au mode le plus cohérent,
ce qui peut s’interpréter par l'exercice d'un couplage entre les diffé-
rents modes. Les limites de stabilité obtenues laissent prévoir, dans
certains cas, une grande imprécision concernant la définition d'un seuil
de stabilité. Dans le cas typique d'une oscillation dipolaire du fais-
ceau & densité parabolique, le taux de dispersion nécessaire pour stabi-
liser le centre du faisceau devrait 8tre sensiblement supérieur a celui

requis pour stabiliser ume oscillation affectant les bords du faisceau.

Nous avons rappelé, dans cette conclusion, les
équations (b) et (c) principalement mises en oeuvre par cette méthode
de perturbation, en espérant convaincre que cette formulatlon du proble-
me de la stabilité demeure tre&s accessible au plan du calcul, et gu'elle
né devrait donc pas décourager d'autres applications éventuelles. Nous
pensons en particulier au probléme de la réponse collective d'un fais-
ceau & une excitation extérieure, qui a fait 1l'objet d'expériences

récentes sur différents accélérateurs 18—17).
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APPENDICE A

DISPERSION DES FREQUENCES SYNCHROTROMIQUES PAR UNE FORCE NOMN LINEAIRE

DE CHARGE D'ESPACE STATIDMNAIRE

Considérant que la force stationnaire de charge

d'espace n'apporte qu'une faible perturbation & la force synchrotronique

linéarisée, & 1'équation (I-16) des oscillations individuelles

AQ
SC

zZ + Z%SOAQSCFO[ZJ , Qso << 1

- 92
S0

z =

correspond 1'hamiltonien perturbé

1 ¢ 2

2

H (z,2) = H(z,2) + H (2)
dH ! ° ©

—2 = - 20 A0 F (z) ,
dz SO0 SC ©

(@ 2% + 2%} + Hl(2)
[=]s] =]

soit encore, en fonction des variables cylindriques r,0 (Tableau 1)

H (r,0) = Qz r2/2 + H1(r cos0)
o so o

Appliquant une pr0priété28] des variables d'angle 0 et d’action

J = Q r2/2,1a correction de fréquence @ (J) - Q a l'ordre AQ s'ob-
50 s s0 sc

tient en effectuant une moyenne de la perturbation autour d'une trajectoire

circulaire non perturbée du plan de phase :

2m
QJ) -q = g2 J (H - Q I1)do
S sO ] S0

s
2n dJ
0

Effectuant la dérivation par rapport & J et revenant aux variables r,0

on bbtient

AQ i
Q (r) - @ - 58 J F (r cos0)cosedo
s S0 o
n]




98

ou encore, en intégrant.par parties

AQ lz" dF

S ) sin2®do (AB)

@ (r) = 4 - ( dz Z=rcoso

s 1] ki
0

- falsceau & densité parabolique. Le champ de charge d'espace étant

linéaire :

Fo(z] = z , (A7)

on vérifie par (A5) ou (AB) que les particules oscillent toutes 3 la

méme fréquence déviés

Q = Q__ -~ AQ , (A8)
s so sc

indépendamment de 1'amplitude r.

- falsceau & densité gaussienne. La force étant de la forme

F (2) = ze (A9)
on obtient par (AS)

cos 0do g (A10)

2m
AQ 2 2
Qs[r) = g - =€ J g F cos© 2

Effectuant le passage & l'angle double a = 20 il vient

2

2 [2“ --EE cosa 2r . L cosa
N 4 - -r°/2, 1. 2 4 2
Qs(r] Q_, -ha_e ( 5o J e do *+ 5= e cosada )
0 0
(A11)
Considérant la forme intégrale des fonctions de Bessel
r2'ﬂ'
1" (x) w o ] gl(x cosa-nal,, ; (A12)
n 2n
o

on obtient, pour les fonctions de Bessel modifiées In[x] = Jn(ix)/in.
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1'expression

27 27

-Xcos -ina -XCcosa
e % e

R casnado (A13)
27
0 0

La dispersion de fréquence (A11) s'exprime donc & 1l'alde de ces fonc-

: g i
(=171 (x) = 5=

tions sous la forme

2
-r</2 2 2
QS(r) = 9 - Lo e (ID[r /2) - I,(r /2)) (A14)

e
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APPENDICE B

SEUIL DE STABILITE DU MODE DIPOLAIRE PQUR L'INTERACTION SIMPLIFIEE (I-43)

1. DENSITE GAUSSIENNE

Pour la fonction de distribution des amplitudes d’oscil-
lations (Tableau 1)

(B1)

al p > 0, Aw en dehors de la bande des fréquences incohérentes.

L'expression (B1) se réduit a

%=1-p Bde (B2)

Effectuant le changement de variable t = a+p, (B2) s'exprime & 1l'aide

d'une fonction "exponentielle intégrale” tabulée

1L 4 - peP-E (-
5 1 - pe™( E, ( p)) (B3)

-Ei(-pl = [ E%E dt (B4)
2
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b) p < 0, Aw dans la bande des fréquences incohérentes. (B1) de-

vient

U——I—N = 1 = DBP IV.P. J t - in ' ’ (BS)
P

ol la valeur principale de 1l'intégrale est reliée & la fonction (B4) par

-]

-t
e dt = -~ F (-
V.P. T (Ei( p+ie) + Ei(-p-ie])/z - Ei( p) . (B6)
)
soit :
P (. PE (- P
TR 1 + pe Ei( pl + irps (B7)

2. DENSITE PARABOLIOQUE

Pour la fonction de distribution (Tableau 1)

fO(r] = ﬂ3 ¢1-r2

1 1
g v o : — = %- p sy (88)
5 (p+al)/71-a q (p+ta)/1-a
r2
a = r‘2 = ;g— l p = %

al p>0oup < -1, Aw en dehors de la bande des frégquences inco-

hérentes. Effectuant le changement de variable t = V1-a dans (B8) on
obtient

(1 - _ B, Log yl+p * 1)

2/1 + p /1 -p -1

cl-
|
Nf w

(B89)

— —

=}
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et gl . pe
“ /~1-p /<1-p

cl-

b) =1 < p < 0, Aw dans la bande des fréquences incohérentes. L'in-

tégrale dans (B8) contribue par sa valeur principale et par le pdle

a = p, soit

PR m— e Mrp Sl 2 e0)
2Y1 + p 1 -/1 +p Y1 + p
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APPENDICE C

Eléments de la matrice d'interaction [ °M"] et de la matrice de disper-
sion [IMn], pour des faisceaux & densité parabolique et gaussienne

1 - Relation intégrale entre les modes Rmn(r) et Amn(z), Ymn(k).

Cherchant & adapter la relation de définition de

la densité sur l'axe longitudinal

+ o r + 0
A, (2) = J f1(z.ini = J f1(z'.i')atz-z'1dz'dé' N (c1)
4 la propriété des modes F1(z,i] N W(rJRmn(r]e-inO d'étre séparables
par rapport aux variables r,0, on écrit
00 2n
- --ino
A (z) = @ W(r)JR_ (rle §(z-r cos®)rdrdod i (c2)
mn so mn
o 0

Pour la représentation intégrale de la fonction de Dirac

+oo
§(z-2') = L J e-ik(z-z )dk i
27
il vient
+ o0 (W r2'"'
_ -ikz 1 i (krcos9-nQ)
Amn(z) = Qso ( e dk J W(F]Rmn(r)('ﬁF J e de) rdr
J 0 o
(C3)

o0 l'expression entre parenthéses est une représentation intégrale des
fonctions de Bessel d'ordre n :
‘[ZTT

1N (kp) e s gllkrcoso-ne) o (ca)
n 27 J
0
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Les modes Amn(zJ et Rmn(r) sont donc reliés par une transformation inté-
grale double de type Fourier-exponentiel st Fourier-Bessel, cette der-

niére s'écrivant

A,
A (k) = 1g I W(r)R (r)J (kr)rdr

mn S0 mn n

° (cs)
WPIR_ (r) = = Y (k)J_(ke) kdk
A n Amn n 2 ¢
1Mo
s0 (8]

Les expressions qui relient les modes de la Table 3 (pege 36) s'écrivent:

29)

- Pour les polyndmes de Laguerre du falsceau gaussien @

2
m g=k=/4 3 tkedkdk (C8)

=] (r") = —— K
—_— m+1 _m-n
'y ‘0

- Pour les polyndmes-de Jacobi du falsceau paraboliquéao)

rm

(1-r2)-1/2 rn Pn.-1/2 [1-2r2] -

— . /2n(m-n)!!

(m-n-1)!! /2d

(k]Jn(kr]k1 K

J Jm+1/2
0

(C7)

k

.ﬂ}]---- -

mi!l = m(m-2)[m-ﬂ

gil = 1 s (-1t =1,

2 - Eléments °M?j de la matrice d'interaction

a) failsceau gaussien . Partant de 1'expression (II-21)

+x
3 Y
oD . Adnr K(k) o Vo
Mij o C [ K Ain(k]A Jn(K]dk
SO R
S C = -0 /2 ¥ _k—(k—) = i 5 o = .l
a] K 2ma s
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n 2

ot Yo = Wooo e W JeK (Table 3) ,
Jn @' so jn
on obtient :
+00
E. E 2
ot o A0 Jn [ AN RIS S (ca)
13 Yo

Les indices
i'J bl l'l, n+2. n+4 es s e ey

ayant la méme parité, le changement de vardaeble k' = k2/2 réduit 1'inté-
grale a la fonction r(z) = fm et 777 gt .
0

Myy = L QU372 EynEynl S (co)
/T
ce qui, avec une autre notation :
Pln + 1/2) = /7 2ot
n
2
peut encore s'écrire
omN = 1111
My V2 Ein Ejn(i+J 1)1 g
2 - 11
oM:j N i+] i-n/j-(i:ﬁ 1]..j-n j*#n 1/2 (C10)
2 (T ')(—2—- 1)y ( 5 ( 5 1)

b) faisceau paraboligue. Partant de 1l'expression (II-23) des

8léments de matrice

+00
o? . 1
MiJ = aC [ Ain(z]xjn(z)dz
so e
avec
o = 3/2 , C = =210 /3
50
Ain(zJ = R EinPi(z] ' 1&g zg ’
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et appliquant la relation d'orthogonalité des polyndmes de Legendre

B . 2 <
J Pi(_Z)F’J(Z)L{%- I Gij 3 .
-1
on obtient :
OMn - 2EinEjn 5
1] 21i+1 ij
5ng o 20-n-1)11(J+n-1)11 (c11)
(J-n)it(g+nl!!

3 - Eléments de matrice (lM?j)S pour 1a dispersion synchrotronique

Les éléments de matrice (II-33) s'écrivent

ij

1., _ 2
(M) = I Wir)r RinRJnrdr i | {C12)
0

a) densité gaussienne . Pour les polynfmes de Laguerre (Tableau 3)

on obtient :

1.0 1 n n
"i3 7 2 Pinlyn J "1 Y3-n® g
, g 2 2 (C13)
a = r .
Appliquant les relations de récurrence, il vient :
n - n _¢ 1+n . n i-n n
aLi-n (i+1]Li_n ( > )L.i_n y - ( 5 +1) Li-n (C14)
2 2 2 o

Reportant cette expression dans (C13) et appliquant la relation d'ortho-

gonaliteé

n n _

i-n Lj-n da = GiJ ’ (C15)
2

2 Tz
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on obtient une contribution tridiagonale de la dispersion synchrotroni-

que sous la forme

1/2 1/2
1.0 . _ i-n i+n _¢d-n J+n s
( Mij)s (i+1]51j (= +N) (== +1)) 84, 1-2 (5= +1) (5= +1) 1-2, 1
(C18)
b) densité paraboligue. Procédant comme en a) les intégrales a
calculer s'écrivent :
1 n+1
n 1 a n,-1/2 n,=-1/2
M = =0 D p P’ da . (C17)
ke 2 “gn kn == =D k-n
Jo D 2
Pour les polyndmes de Jacobi d'argument (1-2a) on a :
oM m12 ( (g+n) (g+n-1)  (2-n+1) (2-n+2) )Pn,-1/2
2-n (20+1)(20-1)  (24+1) (2¢+3) 2-n
2 2
(C18)

(9+n) (2-n-1) on,-1/2 _ (&-n+2) (g+n+1) _n,=-1/2

P
(?9-1)(29+1) Q;n -1 (20+1) (20+3) 2-n

2

+1

Reportant cette expression dans (C17) les éléments de la matrice tridia-

gonale s’'écrivent :

1Mn . (k+n) (k+n-1) . (k-n+1) (k=n+2)
kk (2k=1) (2k+1) (2Kk+1) (2k+3)
(C19)
g ~ 1 ( {k+#n+1) (k+n+2) (k-n+1) (k-n+2) )1/2 K=n,n+2
K,k#2 ~ Zk+2 ’ e

(2k+1) (2k+5)
Contrairement aux éléments gaussiens (C16), les &léments d'ordre é&levé

sont bornés :

; 1.0 1
liT}t? Mkk >
(C20)
, 1.0 - 1
limite Mk,k+2 = 3

k- o
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4 - Eléments de matrice (IM?J.)C s nour la disnersion de charge d'espace
gaussienne. ’
Les éléments de matrice (II-39) s'écrivant
00
1.0 _ _
( Mij)c.e. dij J W(r]G(r)RinRJnrdr . (c21)
8]

nous introduisons la fonction de dispersion G(r) sous sa forme intégrale
(A10), de preferenced son expression (I-17) par rapport aux fonctions

de Bessel :

n n 2
Li-.n Lj-n cos ordrde .
2

o 27
1.Nn Dinm n J [ e-r2[1+coszolr2n
2

(C22)

Intégrant d'abord par rapport & r, on applique le résultat d’une trans-

formation de Laplace portant sur les polyndmes de Laguerre

i .,
- 1+] 2
[ cex n.n n (5701 (s-1)
e x L L dx = X
Jo E%E ;%2 =
(Ef;b “_j%g)ls 2 (c23)
_i-n_ j-n i+] s(s-2)
F( 2 » 2 2 2 ’ 2)

Les paramétres a,b,c de la fonction hypergéométrique Fla,b,c,z] étant
ici des entiers négatifs, la fonction se réduit & un polyndme, st on

obtient :

i-n
Ol 1—Q-+1-n-2p l
(sin”O)pd@

+
1+ /2
s _20 ; 3 (== -p [ (cosD °
157 43 T in"jn i-n o ,3-n i+J+1_p

p=0 (1+c0s%0)
(C24)
Posant tg 0= t, les intégrales (C24) s'écrivent :
00 - 4 n-1 oo
[ et e gt - ;jgi (n-1)! ¢2(p*r) 4t
i+ a1t r!(n-1-rj! i1+] 1 -p
0 2 P r=o 0 2, 2

2
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ol les nouvelles intégrales sont les fonctions Béta :

. m~1
~ X dx rim)rin)
B(m,n) = [ e ° T T (C26)
0 (1+x)

Rassemblant les trois derniéres expressions on obtient :

2§ - 0yn04n (=111 E E 23p*r (2p+2r1)"(i+J 4|:| 2r-1)11
1] 3 21+‘j+1/2 r!(n-1-r)! (-—--p)' ( D _p) Ipl

r=0 p=o0

(C27)
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PHOTOGRAPHIES MONTRANT LA FORME DES MODES DE DENSITE
ET QUELQUES ASPECTS CONCERNANT L'INSTABILITE DU FAISCEAU
DANS LE BOOSTER DU CERN

Les planches de photographies rassemblées dans lss pages
suivantes sont extraites d'une documentation due & F. Sacherer. Nous le
remercions de nous avoir permis de les rsproduire ici car ces documents

peuvent illustrer trés utilement le texte précédent.

Ces photographies représentent un signal proporticnnel a la
densité longitudinale de charge dans le faisceau du booster (cing fais-
ceaux groupés par anneaux). Les traces sont soit superposées, solt déca-
lées verticalement dans le temps, 1'étalement des traces donnant un

relief en forme de chaine de montagnes.

Elles représentent les modes d’'oscillation de la densité les
plus caractéristiques, quelques aspects concernant le développement des
instabilités au cours du cycle d'accélération et illustrent quelqgues

techniques mises en oeuvre au CERN pour contrfler les ;ggtabilités.
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R
5

W

mode dipolaire n =1 mode quadripolaire n = 2

PLANCHE 1

Planches 1 et 2. (a) Etalement des traces sur une période 51 = 0,5 ms de 1'oscillation
synchrotronique : oscillations de la denstté longitudinale ) y(z,t) selon les modes
n=14a4. (b) Traces superposées. (c) Représentation de la symétrie d'ordre n

dans unc rotation de la distribution nerturbée autour de 1'oriaine du plan de phase
z, 2/ < Les traces (a) montrent aue 1'oscillation de mode n a une fréequence propre

voisine de 1'harmonique n... Lkes traces (b) montrent que 1'oscillation de densite
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a

.5ms

D)

mode sextupolaire n = 3 mode octupolaire n = 4

PLANCHE 2

A(z,t) peut étre analysée comme &tant la supernosition d'une densité stationnaire
AO(Z), de forme approximativement parabolique, et d'une onde stationnaire xl(z.t)
présentant n noeuds fixes sur la longueur du faisceau.
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Planche 3. La photo (a) montre aue la formation des faisceaux a lieu pendant les 20
premiéres millisecondes du cycle d'accélération, de 1'ordre de 600 ms. Aprés cette

phase de regroupement (b,c,d) subsitent des oscillations incohérentes de densité.

Ces perturbations sont rapidement stabilisées (e,f) et il ne subsiste alors que

Te mode dinolaire le plus cohérent, ol 1'oscillation affecte plus le centre que Te
bord du faisceau.
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Planche 4. Evolution d'une instabilité de mode dipolaire sur la durée d'un cycle
d'accélération de 50 & 800 MeV : différents stades repérés par la montée du champ
magnétique B. La longueur du faisceau décroit de 250 ns & 55 ns entre le début et
Ta fin du cycle. L'oscillation du faisceau situ@ & cauche sur la photo f admet
une forme caractéristique de 1'instabilité de fin de cycle, dont quelques exemnles

sont rassemblés dans la Planche 5.
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e) : f)

Planche 5. Oscillations de mode dinolaire caractéristiques de 1'instabilité F.T.R.

de fin de cycle (la montée du champ B se termine par un plat, ou "flat top ready").
Les traces de faible amplitude (excluant les traces extrémes partant du noeud
central) peuvent &tre raporochées des Figures 19b et c, ol 1'oscillation affecte
surtout le centre du faisceau. Les oscillations de grande amp]ipude s'en écartent

nettement par 1'oscillation transmise aux bords du faisceau.
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Planches 6 et 7. I1lustration de techniques mises. en oeuvre au C.E.R.N. pour

contrdler les instabilités.

Planche 6. La fréquence synchrotronique est modulée de fagon & décrire la bande

des fréquences incohérentes. Les particules oscillent alternativement & des fré-
quences caractéristiques du centre et du bord du faisceau. IT en résulte un réar-
rangement des particules dans le faisceau, se soldant nar un allongement du paquet
et une réduction de la densité centrale (a,b,c). Cette techniaue illustre le
critére de stabilité rappelé en (I-55) et (I-56) : S constante x fO(O).

- trace supérieure : modulation nulle (instabilité FTR)
- trace inférieure : modulation de la fréquence 2f_ dans une bande de 1'ordre de
200 kz (d) '
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Planche 7. Stabilisation d'une oscillation dinolaire (a,b,c,d) par modulation de
phase & fréquence constante (amortissement de llaonani).
trace supérieure (a,b), nhoto ¢ : instabilité non contrdlée
trace inférieure (a,b), ohoto d : instabilité contrdlée par modulation de phase
photo h : instabilité critique lorsque le systéme de contrdle du faisceau est
ouvert & 320 ms (milieu.du cycle)
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